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 В работе исследуется разбиение неоднородного 

марковского процесса на фрагменты. Поставлена и решена 

задача о синтезе стохастической матрицы марковского 

процесса по стохастическим матрицам его фрагментов. 

Найдены необходимые и достаточные условия такого 

синтеза. Предложена вычислительная процедура, 

реализующая синтез процесса по его фрагментам. 

1. Разбиение процесса на фрагменты 
 При исследовании физических и экономических 
процессов в качестве математической модели часто 
используются марковские процессы. При анализе 
такой модели возникает задача о разбиении всей 
системы на некоторые фрагменты. В ряде случаев это 
упрощает анализ. С математической точки зрения 
каждому фрагменту соответствует стохастическая 
матрица [3]. При этом переходные вероятности 
марковского процесса соответствуют параметрам, 
характеризующим рассматриваемую систему. 
 Пусть дана стохастическая матрица Р (s, t), 
размерности nn [3], соответствующая некоторому 
марковскому процессу. В дальнейшем будем опускать 
зависимость матрицы от времени и обозначать её Р. 
Рассмотрим событие B, состоящее в том, что в 
момент времени t процесс будет находиться в классе 
состояний 1, 2, ... n-1: 
  B = (x (t) {1...n-1}). 
Будем предполагать, что P (B) > 0. Это позволяет 
ввести на пространстве <, F, P> условные 
вероятности PB (A) = P (A/B)   AF и, тем самым, 

перейти к пространству <, F, PB> [2]. 

 Введём следующие обозначения. Пусть I = {1, 2, ... 
n} - множество индексов. Под матрицей PI1 будем 
понимать стохастическую матрицу, полученную из 
исходной стохастической матрицы P путём 
выбрасывания тех строк и столбцов, индексы которых 
не содержатся в I1, с последующим делением 

оставшихся элементов строки на их сумму. Это 
эквивалентно рассмотрению условных  вероятностей 
того, что процесс остаётся во множестве состояний I1. 

 Исследуем, возможно ли обратное - по заданной 
системе фрагментов восстановить исходную 
стохастическую матрицу P. 

2. Необходимые и достаточные условия синтеза 

 Пусть даны множества состояний I1, I2, ... Im. 

Обозначим I I I Im 1 2U U U... .  Введём множество 

 Bk = {i: kIi, 1 i  m}.   (1) 

В это множество включены номера тех фрагментов, 
которые содержат состояние k. 

 В [1] показано, что если  i, jI  k: i, jIk , 1 k 

 m и, кроме того, IiIS, i = 1, 2, ... m, то каждое из 

множеств Bk содержит не менее двух элементов. 

 Пусть Ak - собственное подмножество множества 

Bk: 

 Ak Bk , Ak Bk ,  Ak .  (2) 

При сделанных  предположениях оно существует. 
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Если выполнено (2), то в каждом из объединений 
имеются множества, содержащие, по крайней мере, 

индекс k. Значит, k M kA .  

 Найдём необходимые и достаточные условия того, 

что по фрагментам 1I 2I mIP P P, ,..., ,  возможен синтез 

матрицы IP , где I I I Im 1 2U U U... .  

Будем предполагать, что Ii I, i = 1, 2, ... m, в 

противном случае задача окажется уже решённой. 
 
 Теорема. Пусть I I I Im 1 2U U U... .  Для того, 

чтобы по фрагментам 1I 2I mIP P P, , ...,  можно было 

произвести синтез матрицы IP , необходимо и 
достаточно, чтобы 
 1) для любых двух пересекающихся фрагментов 
выполнялось условие согласования; 
 2) для любой пары индексов i, jI существовало 

множество Ik из совокупности I1, I2, ... Im, содержащее 

эти индексы одновременно, т.е.  i, jI  k: i, jIk , 

1 k   m; 

 3)  kI  Ak  Bk   jMAk  kj
rIp  0,  rBk , где 

Ak, Bk определены в (1)-(2).  

 Доказательство. 
 Необходимость. 
 1) Необходимость первого условия очевидна [1]. 
 2) Условие 2 докажем от противного. 
Предположим, что  r, sI   Ik   rIk v sIk. 

Обозначим I0 = {r, s}. Введём произвольную 

стохастическую матрицу 0IP
Ip Ip

Ip Ip
rr rs

sr ss

0 0
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Условие согласования выполнено для любого 

фрагмента 0IP , т.к. пересечение I0 с любым другим 

множеством из набора I1, I2, ... Im будет содержать не 

более одного элемента [1]. С другой стороны, 

фиксированной матрице IP  соответствует 

единственная матрица 0IP . Значит, предположение 

неверно, и условие 2 теоремы является необходимым. 
 3) Условие 3 также докажем от противного. 
Предположим, синтез произвести можно, но условие 3 
не выполнено, т.е. 

  kI Ak  Bk   jMAk    rBk.  
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Тогда элементы k-ой строки матрицы IP  имеют вид: 
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где  - любое число из [0; 1]. Таким образом, 

однозначно определить k-ую строку матрицы IP  не 
удаётся. Полученное противоречие доказывает 
необходимость 3-го условия. 
 
 Достаточность. 

 Найдём k-ую строку матрицы IP . Множество Bk, 

ввиду условия 2 теоремы, содержит не менее двух 
элементов. Возьмём rBk и рассмотрим множество 
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Согласно условию 3, существует kj
Isp  0,  jM1, 

sBk\{r}. Поскольку k I Ir s I ,  то мы можем 

определить k-ую строку матрицы r sI IP U .  

 Если Ir Is I, то {r, s} является собственным 

подмножеством множества Bk, так как   j  I \ (Ir  

Is) и, в силу условия 2,  It:  k, j  It. Тогда tBk,  t  r,  

t  s. 
 Рассмотрим множество 
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Согласно условию 3, существует kj
Iqp  0,  jM2, 

qBk\{r, s}. Поскольку k I I Ir s q( ) ,U I  то мы можем 

определить k-ую строку матрицы r s qI I IP I I .  

 Продолжаем эти действия до тех пор, пока не 
окажется, что r sI I IU ... .   Это будет означать, что 

мы полностью нашли k-ую строку матрицы IP . 
Аналогичным образом найдём и другие строки. 

3. Процесс со счетным числом состояний 
 Будем предполагать, что фрагменты могут 
содержать счетное число состояний, и что для каждой 
строки сумма ряда из ее элементов равна 1. Если 
выполнены все условия теоремы о необходимых и 
достаточных условиях  синтеза, то мы можем 
провести синтез всей матрицы (возможно, за счетное 
число шагов), применяя алгоритм, описанный выше. 
При этом конечный фрагмент мы можем получить за 
конечное число шагов. 
 Последовательность элементов, стоящих на одном 
и том же месте "расширяющихся" фрагментов 

(последовательность ij
I

ij
I Ip p1 1 2, , ...U ) всегда сходится к 

некоторому пределу ijp , т.к. эта последовательность 

монотонно не возрастает (при синтезе элементы не 
возрастают) и ограничена снизу (pij 0). 

 Если в i-ой строке существует конечное или 
бесконечное множество элементов, сходящихся к 
положительным пределам 
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то строка может быть восстановлена полностью. В 
противном случае, могут быть найдены только те 
элементы, пределы которых положительны. При этом 
утрачивается смысл стохастичности матрицы. 
Заметим, что если состояние i содержится лишь в 
конечном числе фрагментов, то i-я строка 
синтезируемой матрицы будет полностью 
восстановлена за конечное число шагов, а сумма ее 
элементов будет равна 1. 
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