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Строится математическая модель задачи покрытия выпуклой 

многоугольной области конгруэнтными кругами с учетом 

погрешностей исходных данных в интервальном виде. Используется 

класс интервальных Ф–функций точечных множеств интервального 

пространства 2

sI R .  

Будується математична модель задачі покриття опуклої 

багатокутної області конгруентними кругами з урахуванням похибок 

вихідних даних у інтервальному вигляді. Використається клас 

інтервальних Ф–функції точкових множин интервального простору 

2

sI R .  

Пусть имеется выпуклый многоугольник T0 , заданный 

последовательностью вершин jv , 1,2,...,j m , и множество кругов Сi  

радиуса r , i = 1, 2, …, n. Координаты вершин многоугольника T0 и радиусы 

кругов Сi заданы с некоторыми погрешностями 0 0xi  , 0 0yi  , 0 0r  , 

i = 1, 2, …, n, соответственно. 

Необходимо, учитывая заданные погрешности, покрыть область T0   

кругами Сi, i = 1, 2, …, n, так, чтобы суммарная площадь перекрытий 

объектов и ее погрешность достигали своего минимального значения.  



Полагаем, что полюс объекта совпадает с началом его собственной 

системы координат и является, в случае многоугольника T0, его внутренней 

точкой, в случае круга Сi
  – его центром.  

Введем следующие дополнительные обозначения: xi, yi координаты 

полюса Oi объекта Сi, i = 1, 2, …, n; 
ix , 

iy – погрешности соответствующих 

координат, i = 1, 2, …, n.  

 Для построения математических моделей выпуклых многоугольников 

и кругов, заданных с погрешностями, в данном исследовании используются 

элементы теории интервальной геометрии [1–3]. В работе [4] введено 

определение и свойства выпуклых интервальных многоугольников.  

Рассмотрим понятие интервального круга C  2

sI R  = sI R   sI R , где 
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 В интервальном пространстве 2

sI R  c заданными арифметическими 

операциями [4] вводится отношение линейного порядка вида 
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U1 = (X1,Y1), U2 = (X2,Y2)  2

sI R , 

( ) (( ) ( ))x yX Y x y x y             . 

В силу гомеоморфизма пространств 2R  и sI R  [1], имеем 

R2  (x, x)  x, x  sI R . 

Определение 1. Интервальное уравнение 

 2 2 2' ' ' 0X Y R                                          (3) 



задает в пространстве 2

sI R  интервальную окружность радиуса  R   с центром 
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' ' ' 0s s xX x     I I R , 

          3
' ' ' 0 ' 0 ' ' 0 ' 0s s x xX x x x x             I I R , 

 1 ' ' ' 0s xX x     I I R ,  2 ' ' ' 0s xX x     I I R , 

, vV v        – элемент, сопряженный  , vV v       [5]. 

Уравнение (3) можно представить в эквивалентном виде 

2 2 2 2 2 2, , , 0x y rx y r             .                               (4) 

Рассмотрим интервальное неравенство 

 2 2 2' ' ' 0 ,X Y R                                           (5) 

которое определяет некоторое множество S  2

sI R . Из отношения порядка (2) 

следует, что S  clS. 

Топологическая внутренность множества S описывается так: 

 int S 2 2 2 2 2' ' , 0 .x yX Y r                                               (6) 

Топологическое замыкание clS, топологическая граница frS множества 

S задается следующим образом: 

cl S 2 2 2 2 2' ' , 0 ,x yX Y r               

 fr S 2 2 2 2 2' ' , 0x yX Y r              . 



 Очевидно, что пересечение множества S с интервальной окружностью, 

описываемой интервальным уравнением (3), не пусто. Обозначим через Q 

часть окружности, принадлежащей множеству S.  

Пусть множество Q задается некоторым интервальным уравнением  

 F((X, Y)) = 0.                                          (7) 

Определение 2. Интервальным кругом C  называется объединение 

множеств, описываемых (6) и (7), если  неравенство (5) в пространстве 

2

xyR  2

sI R  определяет круг С(u) и, кроме того, неравенство 

2 2 2 0x y r     задает в пространстве 2R  некоторый круг С( u ). 

Множество Q называется интервальной границей интервального круга 

С и обозначается frС.  

Таким образом, математическую модель области T0 R2 с учетом 

погрешностей можно представить в виде интервального выпуклого 

многоугольника T0   2

sI R , т.е. T0 = intT0  frT0, а математическую модель 

круга Ci  R2 с учетом погрешностей – в виде интервального круга Сi  2

sI R , 

т.е. Сi = intСi  frСi, i = 1, 2, …, n.  

Для того, чтобы аналитически описать отношение касания, 

пересечения, не пересечения интервальных выпуклых многоугольников и 

интервальных кругов на основании определения –функции объектов 

пространства R2 [6], рассмотрим понятие интервальной -функции 

интервальных объектов пространства 2

sI R .  

Обозначим интервальный объект Ti, i=1,2, заданный в собственной 

интервальной системе координат и транслированный на интервальный  

вектор iU , так:  

 2( ) ,i i s i iU U    T X I R X Y Y T ,                           (8) 

где Ui = (Xi,Yi)  – интервальные параметры размещения объекта Ti, 

1,2i  . 



Определение 3. Непрерывная, всюду определенная функция 

4: s s I R I R , называется интервальной –функцией объектов 1 1( )UT  и 

2 2( )UT , если она удовлетворяет следующим характеристическим свойствам: 
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где  

1 2( , )u u  – –функция объектов T1(u1) и T2(u2), 
2( , )i i iu x y R  ,   

1 2
( , )u u   – –функция объектов T1(

1u ) и T2(
2u ), 2( , )

i i iu x y R    , 1,2i  .  

Интервальная поверхность  4

1 2 1 2( , ) : ( , ) 0sU U U U  γ I R Φ  

называется интервальной поверхностью 0-уровня интервальной  –функции.  

Очевидно,  
1 2

4

1 2 1 2( , ) : ( ( , ) 0) ( ( , ) 0)s u uU U u u        γ I R . 

Определение 4. Интервальная –функция называется 

нормализованной, если –функции 1 2( , )u u  и 
1 2

( , )u u   нормализованы    

[6, 7], т.е. их значения равны кратчайшим евклидовым расстояниям между 

соответствующими парами объектов T1(u1), T2(u2) и T1(
1u ), T2(

2u ) при 

условии 1 2( , )u u G , 
1 2

( , )u u G   ,  

где  

 4

1 2 1 2 21
( , ) int ( ) int ( )G u u R T u T u    , 

 
1 2 1 2

4

21
( , ) int ( ) int ( )u u u uG R T T       . 

Таким образом, из определений 3, 4 следует, что  построение 

интервальных  –функций (9) интервальных объектов сводится к 



построению  –функций геометрических объектов арифметического 

евклидова пространства 2R .  

В работе [7] приведены способы построения  –функций допустимых 

пар объектов из набора  = * * * *, , , , , , ,C R H K C R H K , где C  – круг, R  – 

прямоугольник, H  – правильный многоугольник, K  – выпуклый 

многоугольник, * 2( / )C cl R C , * 2( / ),R cl R R  * 2( / )H cl R H , 

* 2( / )K cl R K . В данном исследовании в качестве пространственных форм 

объектов 0 0( )T u  ( 0T (
0u )) и ( )i iT u ( iT (

iu )) могут быть рассмотрены 

следующие односвязные объекты: 0 0( )T u , 0T (
0u ) , ,R H K , ( )i iT u , 

iT (
iu ) C . 

Обозначим интервальные Φ–функции, необходимые для построения 

математических моделей задач покрытия множества 0( )UT  конгруэнтными 

интервальными кругами ( )i iUC , следующим образом:  

1) ( , )ij i jU UΦ  – нормализованная Φ– функция кругов ( )i iUC  и ( )j jUC ;  

2) 0 0( , )i iU UΦ { * 1 2( , )
R C

U UΦ , * 1 2( , )
H C

U UΦ , * 1 2( , )
K C

U UΦ } – 

нормализованная Φ– функция интервального объекта *

0 0( )UT  * * *, ,R H K и 

круга ( )i iUC ;  

3) 0 0( , )i iU UΦ { 1 2( , )RC U UΦ , 1 2( , )HC U UΦ , 1 2( , )KC U UΦ } – 

нормализованная Φ–функция интервального объекта 0 0( )UT  , ,R H K  и 

круга ( )i iUC .  

 4)  0 0 0( , ) min ( , ),  1,2,...,T l lU U U U l k Φ Φ  – Φ–функция 

интервальных объектов 
1
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T I R T , ( )l lUT  – интервальное выпуклое замкнутое 

подмножество пространства 2

sI R , 0 0( , )l lU UΦ  – Φ–функция объектов 0 0( )UT  

и ( )l lUT . 

Учитывая (1) – (9), математическую модель поставленной задачи 

можно представить в интервальном виде так:  
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 0( , )TU UΦ  – Ф–функция объектов 2

1

( ) ( \ ( ( )))
n

T s i i
i

U cl U


T I R T  и 0 0( )UT , 

 2

0( , ) 0n

s TU U U  D I R Φ . 

Данный подход к построению математических моделей задач покрытия 

можно распространить на случай кругов различных радиусов, а также когда 

0 0( )T u , 0T (
0u ) , , ,C R H K , ( )i iT u , iT (

iu ) , , ,C R H K . 
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