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ÎÖÅÍÊÀ ÌÀÐÊÎÂÑÊÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ

ÏÎ ÅÃÎ ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÌ

ÁÀÑÌÀÍÎÂ À.Å.

Ðàññìîòðåíû íåîäíîðîäíûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû è
ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îöåíêè ñòîõàñòè÷åñ-
êîé ìàòðèöû ïðîöåññà ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìàòðèöàì åãî
ôðàãìåíòîâ. Òàêàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê
ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè. Óêàçàííûé ïîäõîä ïðè-
ìåíèì è â ñëó÷àå, êîãäà íàáëþäåíèÿ ôðàãìåíòîâ ïðîâå-
äåíû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.

1. Ïîñòðîåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
Îäíèì èç âàðèàíòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ

ôèçè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ìàð-
êîâñêèå ïðîöåññû. Â [1] ïðåäëîæåí ïîäõîä ê âîññòà-
íîâëåíèþ ïîêàçàòåëåé âñåé ñèñòåìû ïî õàðàêòåðèñ-
òèêàì åå ïîäñèñòåì. Ñôîðìóëèðîâàííûå óñëîâèÿ
òàêîãî ñèíòåçà è âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà îïèðà-
þòñÿ íà òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
ôðàãìåíòîâ (õàðàêòåðèñòèê ïîäñèñòåì). Îäíàêî â
ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ýòè çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå èç
îïûòíûõ äàííûõ, ìîãóò ñîäåðæàòü îøèáêè. Ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå 1 òåîðåìû î íåîáõîäèìûõ
è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñèíòåçà [1] (óñëîâèå ñîãëà-
ñîâàíèÿ) íå âûïîëíÿåòñÿ, à óñëîâèÿ 2, 3 âûïîëíåíû.
Ýòî ìîæåò áûòü â òîì ñëó÷àå, êîãäà âî ôðàãìåíòû

PI PI PI1 2 m, ,.. . ,  áûëè âíåñåíû îøèáêè, íàïðèìåð,
ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Áóäåì èñêàòü òàêóþ ìàòðè-
öó P, êîòîðàÿ áû  ìèíèìàëüíî îòêëîíÿëàñü îò ñâîèõ
ôðàãìåíòîâ.

Íàéäåì k-þ ñòðîêó ìàòðèöû P. Â äàëüíåéøåì

áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ ñòðîêè k è îáîçíà÷àòü j kjx = p

– èñêîìûå ýëåìåíòû k-é ñòðîêè ìàòðèöû P; j
ip pI

kj
Ii=

– çàäàííûå ýëåìåíòû k-é ñòðîêè ôðàãìåíòà iIP .
Ââåä¸ì ìíîæåñòâî Bkj = {i : k, j ∈ Ii, 1≤ i ≤m}. Îíî

ñîäåðæèò íîìåðà òåõ ìíîæåñòâ Ii, êîòîðûå âêëþ÷àþò
â ñåáÿ èíäåêñû k, j îäíîâðåìåííî. Çàìåòèì, ÷òî
óñëîâèå 2 òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Bkj ≠ ∅ äëÿ
ëþáûõ k, j Î IS.

Åñëè áû óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ âûïîëíÿëîñü,
ýëåìåíòû k-é ñòðîêè i-ãî ôðàãìåíòà áûëè áû ïðî-
ïîðöèîíàëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì k-é ñòðî-
êè èñõîäíîé ìàòðèöû:

j i j ix Ip= β , i ∈ Bkj,  j = 1, 2, ... n.

Áóäåì èñêàòü òàêèå xj, ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíå-

íèé êîòîðûõ îò âåëè÷èí i j iIpβ  áûëà áû ìèíèìàëü-

íîé. Ýòî ïðèâîäèò ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè:
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xj ≥ 0, j = 1, 2, ... n.                  (4)
Ýòî çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îíà

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå âñåãäà ìîæåì
íàéòè. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (1) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2)-
(3) èìååò åäèíñòâåííûé è ïðèòîì ãëîáàëüíûé ìèíè-
ìóì. Ôóíêöèÿ (1) íåîòðèöàòåëüíà ïðè ëþáîì çíà÷å-
íèè xj. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå
ñîãëàñîâàíèÿ âûïîëíåíî, ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçà-
öèè x* áóäåò ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèåì x**, íàéäåííûì ïî
ìåòîäó, ïðèâåäåííîìó â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû.
Äåéñòâèòåëüíî, x** îáðàùàåò öåëåâóþ ôóíêöèþ (8) â
0, ÿâëÿþùèéñÿ, â ñèëó ñâîéñòâ öåëåâîé ôóíêöèè,
ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áóäåì ïðèìåíÿòü
äèôôåðåíöèàëüíûé àëãîðèòì [2, 3], ïðåäñòàâëÿþ-
ùèé, ïî ñóùåñòâó, ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà ïîêîîðäè-
íàòíîãî ñïóñêà.

Ïóñòü xq – çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, à xr – íåçàâè-
ñèìûå (r = 1, 2, ... q-1, q+1, ... n). Òîãäà èç (2) èìååì
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åìîé ôóíêöèè y (x, b) ïî íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì
xr, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóí-
êöèè y (x, xq (x), b (x)), ãäå x = (x1, ... xq-1, xq+1, ...
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Àíàëîãè÷íî ìîæåì ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå äëÿ
âòîðîé ïðîèçâîäíîé:

( )2 2 2
2 2 2

4 2

δ δy x B p p

p B r q

r kr r
I

j
iI

j Ii B

q
I

i B
kq

i

ikr

i

kr

/

, .

= − − ∑












∑ +

+ ∑ + ≠

∈∈

∈

(6)

Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ìèíè-
ìóìà äëÿ çàäà÷è (1)-(4) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ
óñëîâíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïîëîæèòåëüíûì íåçàâè-
ñèìûì ïåðåìåííûì (5) è íåîòðèöàòåëüíîñòü óñëîâ-
íûõ ïðîèçâîäíûõ (6) ïî íóëåâûì íåçàâèñèìûì
ïåðåìåííûì (óñëîâèå Êóíà-Òàêåðà):

dy/dxr = 0, åñëè xr > 0,
dy/dxr ³ 0, åñëè xr = 0,  r≠q.

Êðîìå òîãî, ââèäó âûïóêëîñòè öåëåâîé ôóíêöèè
è îáëàñòè îãðàíè÷åíèé äëÿ âñÿêîãî äîïóñòèìîãî
ðåøåíèÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ áóäóò òàêæå è äîñòà-
òî÷íûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
Êóíà-Òàêåðà è xq ≥ 0,  ïîëó÷åííîå ðåøåíèå x ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì.
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Äèôôåðåíöèàëüíûé àëãîðèòì îòíîñèòñÿ ê
èòåðàöèîííûì ìåòîäàì è ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà k-ì
øàãå èçìåíÿåòñÿ òîëüêî îäíà èç íåçàâèñèìûõ ïåðå-
ìåííûõ:
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Êóíà-Òàêåðà. Íàðóøåíèå ýòèõ óñëîâèé â òî÷êå (k)x
ìîæåò ïðîèçîéòè ïî äâóì ïðè÷èíàì:
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Âû÷èñëÿåì íîâûå çíà÷åíèÿ íåçàâèñèìîé è çàâè-
ñèìîé ïåðåìåííûõ:
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(k)x  âûáèðàëîñü èç ñîîáðàæåíèé

îáðàùåíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé xr èëè óñëîâíîé
ïðîèçâîäíîé ïî íåé â íóëü, ñèñòåìà çàâèñèìûõ è
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ îñòà¸òñÿ ïðåæíåé, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ xr è çàâèñè-
ìàÿ xq ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè. Ïîñëå ýòîãî ïåðåõîäèì ê
(k+1) èòåðàöèè. Àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ,  åñëè óñëîâèÿ
Êóíà-Òàêåðà âûïîëíåíû ëèáî ïîñëå íåêîòîðîãî
íàïåð¸ä çàäàííîãî ÷èñëà èòåðàöèé (â [2] ïðèâåäåíû
ïðèìåðû, êîãäà ïðèìåíåíèå äàííîãî àëãîðèòìà ïðè-

âîäèò ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê (k)x , ïðèáëèæàþ-
ùåéñÿ ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ x*, íî íå äîñòèãà-
þùåé åãî). Êàê ïðàâèëî, óñëîâèÿ Êóíà-Òàêåðà
îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ. Äîñòîèíñòâîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ è òî, ÷òî âñå

òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (k)x  ïðèíàäëåæàò îáëàñòè
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

2. Íàáëþäåíèÿ ôðàãìåíòîâ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè

Ïóñòü èìåþòñÿ íàáëþäåíèÿ ôðàãìåíòîâ â ðàçëè÷-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè:

PI PI PI1 2 m m( ), ( ),. .., ( ).1 2t t t
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèíòåçèðóåìîé ìàòðèöû â ìî-

ìåíò âðåìåíè t, áëèçêèé ê ðàññìàòðèâàåìûì, ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (êàê
äëÿ óñòðàíåíèÿ îøèáîê èçìåðåíèÿ). Ñôîðìóëèðóåì
ýòó çàäà÷ó òàê, ÷òîáû âåñ êàæäîãî ôðàãìåíòà áûë òåì

áîëüøå, ÷åì áëèæå ìîìåíò åãî èçìåðåíèÿ kt ê
ìîìåíòó ïðîãíîçèðîâàíèÿ t. Äëÿ ýòîãî â çàäà÷ó
ì èí èì èçàöèè ââåäåì  êî ýô ôèöèåí ò a(t-ti):

( )y x x a t t pj i i j
iI

j Ii B xik

( , ) ( ) min ,
,

β β= − −∑∑ →
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2

β

ãäå a t t i
i Bk

( ) ,−∑ =
∈

1  a(s) – ÷åòíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ, äîñòèãàþùàÿ ìàêñèìóìà ïðè s = 0 è
ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ íà èíòåðâàëå (0, ∞).

Ýòî ïîçâîëÿåò ó÷åñòü òå ñèòóàöèè, êîãäà t ñîâïà-
äàåò ñ îäíèì èç ìîìåíòîâ t1, t2, ... tm. Áîëåå òîãî,
ìîæíî ãîâîðèòü îá îöåíêå ñèíòåçèðóåìîé ìàòðèöû
íà îòðåçêå âðåìåíè [tmin, tmax], ãäå tmin = min {t1, ...
tm}, tmax = max {t1, ... tm}. Òàêîé ïîäõîä äîïóñêàåò
íàëè÷èå îøèáîê èçìåðåíèé è íå òðåáóåò íà ýòîò
ñëó÷àé íèêàêîé ìîäèôèêàöèè.
Ëèòåðàòóðà: 1. Áàñìàíîâ À.Å., Äèêàðåâ Â.À. Ñèíòåç ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ìàòðèöû ïî ñèñòåìå å¸ ôðàãìåíòîâ. 1997. 8ñ.
Äåï. â ÓêðÈÍÒÝÈ 23.01.97, ¹ 76-Ó³ 97. 2.Åâäîêèìîâ À.Ã.
Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèé è å¸ ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì
àâòîìàòèçèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ èíæåíåðíûìè ñåòÿ-
ìè. Õ.: Âèùà øê., 1985. 288 ñ. 3. Ñóõàðåâ À.Ã., Òèìîõîâ À.Â.,
Ô¸äîðîâ Â.Â. Êóðñ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. Ì.: Íàóêà, 1986.
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ÈÇÌÅÍßÞÙÈÌÑß ×ÈÑËÎÌ

ÑÎÑÒÎßÍÈÉ

ÐÎÄÇÈÍÑÊÈÉ À.À.

Èçó÷åíû óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
ìàòðèöà ñîãëàñîâàíèÿ ïðè  “ñòûêîâêå” ìàðêîâñêèõ
ïðîöåññîâ ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Ñôîðìóëè-
ðîâàíû è ðåøåíû çàäà÷è î ôîêóñèðîâêå òàêèõ ïðîöåñ-
ñîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
â ðàäèîýëåêòðîíèêå, ýêîíîìèêå, ýêîëîãèè è ìåäèöèíå.

1. Íåîäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ
Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷

÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ òàêèìè ñèñòåìàìè,
ýâîëþöèÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ

ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîãî ìàðêîâñêî-
ãî ïðîöåññà ñ èçìåíÿþùèìñÿ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Â
ðàáîòå èçó÷àþòñÿ òàêèå ïðîöåññû. Äëÿ ïîíèìàíèÿ
ñóùíîñòè ýòîãî âîïðîñà îáñóäèì ñíà÷àëà òåîðåìó èç
[1], êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàííîé ðàáîòå.
Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòî-
ÿíèé.  Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàò-
ðèöà Λ(s) ïðîöåññà íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé ëåâîé
ïîëóîêðåñòíîñòè W òî÷êè t0 .

Òåîðåìà. Ïóñòü Λ(s) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
à) ñóùåñòâóåò òàêîé å¸ ñòîëáåö j0 , ÷òî âñå ýëåìåí-

òû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

               λ ij
s

t

00

0

0

s ds  s( ) ,∫ = ∞ ∈ Ω                  (1)

è ïîðÿäêè ðîñòà âñåõ ýëåìåíòîâ j0 -ãî ñòîëáöà
îäèíàêîâû. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ i, j= =1,


