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ВСТУП 

На теперішній час актуальною науково-прикладною задачею є 
розробка нових методів обробки та оптимізаційного перетворення 
складної геометричної інформації для її подальшого ефективного 
використання. Це обумовлено тим, що із перетворенням геометрич-
ної інформації пов’язані задачі з різних галузей діяльності людини, 
які мають важливе теоретичне та практичне значення: автоматиза-
ція процесів проектування різноманітних технічних систем та при-
строїв, проектування карт розкрою промислових матеріалів, проек-
тування машинних залів електростанцій, розробка генеральних пла-
нів та визначення варіантів компоновки будівель і споруд, норму-
вання ресурсів служби цивільного захисту тощо. Слід зазначити, що 
вищенаведені задачі можуть бути зведеними у своїх постановках до 
задач оптимального розміщення, покриття та розбиття геометрич-
них об’єктів, які, в свою чергу, відносяться до класу задач оптимі-
заційного геометричного проектування. 

Незважаючи на величезну кількість досліджень стосовно 
розв’язання класу задач оптимізаційного геометричного проектуван-
ня, існує ціла низка актуальних задач, до теперішнього часу не 
розв’язаних. Саме до таких відноситься задача раціонального покрит-
тя заданих областей геометричними об’єктами зі змінними метрич-
ними характеристиками (на відміну від інших задач, де форма і розмі-
ри об’єктів покриття є заданими). Сутність даної задачі полягає у не-
обхідності покриття заданих геометричних об’єктів (опуклі та неопу-
клі багатокутники), а також відрізків прямих, точок тощо мінімаль-
ною кількістю однозв’язних плоских об’єктів, метричні характерис-
тики яких визначаються в процесі розв’язання задачі. Інакше кажучи, 
форма і розміри геометричних об’єктів покриття залежать від харак-
теристик заданої області та визначаються з урахуванням місць розмі-
щення початків локальних систем координат об’єктів покриття (задачі 
логістики, нормування ресурсів у різних галузях тощо). 

Необхідно зазначити, що до теперішнього часу дана задача не 
була розв’язаною, що обумовлено її складністю, а саме, наявністю 
нелінійних обмежень та недостатнім ступенем формалізації. У 
зв’язку з цим, виникає необхідність у розробці методу геометрично-
го моделювання раціонального покриття заданих областей геомет-
ричними об’єктами зі змінними метричними характеристиками. 
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Теоретичною базою досліджень є роботи вчених: 
− з геометричного моделювання об’єктів і процесів: 

Ю.І. Бадаєва, В.Д. Борисенка, В.В. Ваніна, В.М. Верещаги, 
М.С. Гумена, О.Т. Дворецького, С.М. Ковальова, Ю.М. Ковальова, 
В.М. Корчинського, Л.М. Куценка, Є.В. Мартина, В.Є. Михайленка, 
В.М. Найдиша, А.В. Найдиша, В.С. Обухової, А.В. Павлова, 
С.Ф. Пилипаки, О.Л. Підгорного, А.М. Підкоритова, В.О. Плоского, 
Є.В. Пугачова, К.О. Сазонова, І.А. Скідана, А.Н. Хомченка, 
В.П. Юрчука та їх учнів; 

− з геометричного проектування: М.І. Гіля, О.М. Кисельової, 
В.М. Комяк, Е.Г. Петрова, В.Л. Рвачова, Т.Є. Романової, 
Ю.Г. Стояна, С.В. Яковлєва та їх учнів. 

Структурно монографія складається зі вступу, чотирьох розді-
лів, висновків та списку літератури. 

В першому розділі розглянуто існуючі методи геометричного 
моделювання об’єктів і процесів та можливість їх застосування для 
розв’язання класу задач оптимізаційного покриття заданих областей 
геометричними об’єктами зі змінними метричними характеристи-
ками. Здійснено огляд класу задач оптимізаційного геометричного 
проектування та методів їх розв’язання. Розроблено класифікацію 
задач оптимізаційного геометричного проектування, що дозволила 
виявити перспективні напрямки наукових досліджень стосовно за-
значеного класу задач. 

В другому розділі визначено клас геометричних об’єктів, що 
може виступати у якості геометричних моделей реальних області та 
об’єктів покриття, досліджено питання побудови геометричних мо-
делей області та об’єктів покриття. Здійснено теоретико-множинні 
постановки задач оптимізаційного покриття заданих областей плос-
кими геометричними об’єктами зі змінними метричними характе-
ристиками. Отримав подальшого розвитку підхід до побудови класу 
ω-функцій для геометричних об’єктів зі змінними метричними ха-
рактеристиками. Введено поняття та розроблено спосіб 
комп’ютерного моделювання ω-поверхонь в задачах оптимізаційно-
го покриття геометричних об’єктів. 

Третій розділ присвячено розробці загальної моделі оптиміза-
ційного покриття заданих областей геометричними об’єктами зі 
змінними метричними характеристиками та дослідженню її власти-
востей; геометричному моделюванню областей припустимих 
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розв’язків в задачах оптимізаційного покриття заданих областей 
геометричними об’єктами зі змінними метричними характеристи-
ками; розробці методу та способів оптимізаційного покриття зада-
них областей (однозв’язний та багатозв’язний неопуклий багатоку-
тник, ланки ломаних ліній, що належать неопуклому багатокутни-
ку) геометричними об’єктами зі змінними метричними характерис-
тиками (опуклі та не опуклі багатокутники, кола). Отримано оцінки 
складності розроблених методу та способів. 

Четвертий розділ присвячено комп’ютерному моделюванню 
оптимізаційного покриття заданих областей геометричними 
об’єктами зі змінними метричними характеристиками. Розроблено 
алгоритмічне та програмне забезпечення, здійснено комп’ютерне 
моделювання для задач: 

- оптимізаційного покриття однозв’язних та багатозв’язних ба-
гатокутників геометричними об’єктами зі змінними метричними 
характеристиками; 

- оптимізаційного покриття ланок ломаних ліній геометрични-
ми об’єктами зі змінними метричними характеристиками. 

Одержано результат розв’язання актуальної практичної задачі, 
а саме, задачі раціонального покриття об’єктів (ділянок) залізниці 
районами функціонування підрозділів воєнізованої охорони та по-
жежно-рятувальних підрозділів. На основі одержаних результатів 
зроблено рекомендації щодо підвищення ефективності захисту 
об’єктів залізниці в Харківській області від надзвичайних ситуацій 
різного характеру. 

У висновках зазначено найбільш вагомі результати роботи, що 
мають наукове та практичне значення. 
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РОЗДІЛ 1. ОГЛЯД МЕТОДІВ ГЕОМЕТРИЧНОГО  
МОДЕЛЮВАННЯ ОБ’ЄКТІВ І ПРОЦЕСІВ 

1.1 Методи геометричного моделювання об’єктів  
та процесів: сучасний стан та можливості застосування для 
розв’язання класу задач оптимізаційного покриття заданих 
областей геометричними об’єктами зі змінними метричними 
характеристиками 

На сьогоднішній день розв’язання будь-яких наукових чи інже-
нерних проблем практично неможливе без побудови та аналізу гео-
метричних моделей об’єктів, процесів, тощо. Основна перевага саме 
таких моделей – адекватність і наочність, тобто створювана модель 
із заданою точністю відображає характерні риси об’єкта або процесу 
і, разом з тим, є максимально доступною під час досліджень. 

Необхідно відзначити, що значні теоретичні досягнення та 
суттєві практичні результати в області геометричного моделювання 
отримано завдяки зусиллям таких провідних вчених, як Ю.І. Бадаєв, 
В.Д. Борисенко, В.В. Ванін, В.М. Верещага, М.С. Гумен, 
О.Т. Дворецький, С.М. Ковальов, Ю.М. Ковальов, 
В.М. Корчинський, Л.М. Куценко, Є.В. Мартин, В.Є. Михайленко, 
В.М. Найдиш, А.В. Найдиш, В.С. Обухова, А.В. Павлов, 
С.Ф. Пилипака, О.Л. Підгорний, А.М. Підкоритов, В.О. Плоский, 
Є.В. Пугачов, К.О. Сазонов, І.А. Скідан, А.Н. Хомченко, 
В.П. Юрчук та їх учнів, а також закордонних вчених таких, як 
Р. Безьє, У. Ньюмен, І. Фергюсон, Д. Роджерс, З. Кунс, 
Р. Різенфельд, А. Форрест, Е. Уачспресс та ін. 

Так, роботи В.Є. Михайленка присвячено розробці методів 
прикладної геометрії для моделювання архітектурних конструкцій, 
наприклад [1,2], аналізу сучасного стану методів геометричного та 
комп’ютерного моделювання та напрямкам їх розвитку [3], аналізу 
загального стану прикладної геометрії в Україні [4], здобуткам і за-
дачам Української асоціації з прикладної геометрії [5], еволюції 
змісту і значенню нарисної геометрії [6], загальному дискретному 
геометричному моделюванню [7] і т.д. 

В роботі [8] розглянуті теоретичні та прикладні питання конс-
труювання і моделювання кривих ліній та поверхонь на базі поняття 
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інтегральної моделі кривої; введене поняття оптимальної дискретизації 
кривих, розглянуті питання дискретного конструювання еквідистант.  

В роботі [9] розглянуто задачу оптимального проектування 
форми оболонок розрахункового фрагмента водопідпірної споруди, 
тобто задачу, в якій необхідно вибрати такі параметри конструкції, 
що задовольняли б певним критеріям оптимальності. Розв’язання 
даної задачі можна здійснити за допомогою методів геометричної 
оптимізації в зв’язку з тим, що подібні задачі не мають загальної 
математичної формалізації. 

Тобто в роботі [9] наведено ситуацію, характерну для багатьох 
задач геометричного моделювання, а саме, відсутність математич-
ної формалізації. 

Роботи [10,11] присвячено біонічними принципам енергозбе-
реження в архітектурі та дизайні, а також науковим та методичним 
засадам формування курсу біодизайну. 

Роботи С.М. Ковальова присвячено дискретному геометрич-
ному моделюванню поверхонь в просторових архітектурних конс-
трукціях [1], основним напрямкам розвитку дискретної прикладної 
геометрії кривих ліній та поверхонь [12,13] і т.д. 

Так, в [12] наведені основні напрямки розвитку дискретної 
геометрії у київській геометричній школі протягом останніх двох 
десятиріч. Зазначено, що в основу досліджень покладено статико-
геометричний спосіб подання дискретних сіток, що описують криву 
лінію або поверхню. Вказано, що подальший розвиток проблемати-
ки пов’язаний з дослідженням апроксимації, екстраполяції та опти-
мізації дискретно поданих геометричних об’єктів. 

В [14] розглянуто метод утворення рівноланкової дискретно 
поданої кривої при заданому графіку залежності кривини кривої від 
її довжини дугами клотоїди з другим порядком гладкості. В [15] 
розглядається можливість керування дискретними параметрами 
дискретно визначеної кривої в задачах одновимірної інтерполяції з 
використанням кубічного поліному. 

Роботу [16] присвячено питанням параметризації, при цьому 
зазначено, що параметричне число багатогранника з трикутними 
гранями, який не має метричних обмежень, дорівнює 03p n= , де 0n  - 
кількість вершин. Але ця властивість не стосується багатогранників 
з довільними багатокутними гранями. Доведено, що число парамет-
рів форми довільного багатогранника з довільною формою граней 
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(у тому числі із трикутними), який не має метричних обмежень, до-
рівнює числу його ребер. 

В роботі [17] розглядається підрахунок параметрів симплексів 
m - просторів в n  - просторах, а також доведено властивість рівності 
чисел параметрів форми і положення симплексу n  - простору. 

Роботи [16,17] є важливими для здійснення параметризації 
геометричних моделей об’єктів, що використовуються при 
розв’язанні задач оптимізаційного покриття. 

Роботи Л.М. Куценка присвячено теоретичним основам та 
геометричному застосуванню методу А-відображень [20], застосу-
ванню чотиримісних R-операцій для опису геометричних об’єктів 
[21], формоутворенню поверхонь [22], дослідженню нелінійних ди-
ференціальних рівнянь [23], геометричними властивостям гравіта-
ційного більярду [24] тощо. 

В роботі [25] наведено огляд дисертацій по прикладній геоме-
трії, що виконані в харківському регіоні. 

Роботи О.Л. Підгорного присвячено геометричному моделю-
ванню просторових конструкцій в архітектурі [2,26], геометричному 
моделюванню явищ і процесів в розділах архітектурно-будівельної 
фізики (акустика, природне і штучне освітлення, інсоляція, геомет-
ричні питання надходження сонячної радіації на різні поверхні, 
енергозбереження тощо) [27-30]. 

В роботі [31] наведено результати та перспективи розвитку 
прикладної геометрії в архітектурно-будівельній галузі. 

Наукові дослідження В.С. Обухової пов’язані з розвитком 
конструктивно-прикладної теорії нелінійних відображень. Так, в 
роботі [32] наведено проективний спосіб отримання подвійних ліній 
торсів 8-го порядку та його значення для розвитку дослідження тор-
сів; роботу [33] присвячено торсовим поверхням з напрямним кону-
сом 2-го порядку і т.д. 

Роботу [34] присвячено перспективам розвитку прикладної 
геометрії алгебраїчних поверхонь вищих порядків. 

Дослідження В.О. Плоского присвячено принципам системно-
сті в прикладній геометрії [35-39], тобто системності методів геоме-
тричного моделювання та геометричних моделей. Зазначено, що до 
принципових ознак системності відносяться [39]: теоретико-
методологічна системність; організаційна системність; системність 
міжнаукової взаємодії; інструментальна системність; типологічна 
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системність; структурна системність; операційна системність; тех-
нологічна системність; ієрархічна системність; інтерпретаційна сис-
темність; системність раціонального вибору; системність в оцінці 
якості методів геометричного моделювання та/або геометричних 
моделей; системність аналізу об’єктів моделювання. 

Також роботи професора В.О. Плоского системній класифіка-
ції методів геометричного моделювання [40], зокрема методам мо-
делювання рельєфу тощо. 

Наукові дослідження А.М. Підкоритова стосуються геометри-
чного моделювання спряжених криволінійних поверхонь, що ви-
ключають інтерференцію. Так, в роботі [41] розроблено новий ме-
тод криволінійних перетворень, який дозволяє формувати геомет-
ричну та математичну моделі квазігвинтових поверхонь. В роботі 
[42] наведено геометричне моделювання спряжених квазігвинтових 
поверхонь із точковим контактом, що виключає інтерференцію і т.д. 

Наукові дослідження В.М. Корчинського та його учнів при-
свячено геометричному моделюванню зображень проекційної при-
роди інваріантного до факторів, що обумовлюють їх формоутво-
рення. Результати досліджень створюють умови для розв’язання 
важливої прикладної проблеми розпізнавання та інтерпретації від-
еоінформації, що отримано дистанційними засобами. 

Так, в роботі [43] розглянуто питання реєстрації зображень з 
використанням ентропійних критеріїв, в роботі [44] – геометричну 
та радіометричну корекцію проекційних багатоспектральних зобра-
жень, в роботі [45] – аналіз геометричних форм проекційних зобра-
жень на основі вейвлет-перетворень, в [46] – оптимальне дискретне 
подання напівтонових проекційних зображень. 

Дослідження Є.В. Пугачова присвячено дискретному геомет-
ричному моделюванню скалярних і векторних полів стосовно буді-
вельної світлотехніки. Так, наприклад, в роботі [47] проведено роз-
рахунок освітленості від світлових шахт у вигляді зрізаного колово-
го конуса з дифузним відбиванням світла, робота [48] присвячена 
визначенню типу апроксимувального об’єкта точкової множини за 
характеристиками самої множини, в роботі [49] здійснено порів-
няння методів визначення коефіцієнта корисної дії циліндричної 
дзеркально відбиваючої світлової шахти та проаналізовано отримані 
результати. 
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Роботи А.Н. Хомченка присвячено ймовірнісним моделям в 
прикладній геометрії. Наприклад, в [50] розглянуто основні напря-
мки застосування методів стохастичної геометрії в конструюванні, 
наближенні та реконструкції просторових форм, причому особливу 
увагу приділено проблемам апроксимації багатовидів, заданих на 
дискретних точкових множинах. В роботі [51] розглянуто проблему 
збереження геометричної ізотропії на серендипових елементах ви-
щих порядків, в [52] наведено візуалізацію процедури гладкої зши-
вки поверхонь Біркгофа-Гарабедіана і т.д. 

Розробці основ прикладної дискретної геометрії присвячено 
численні дослідження мелітопольської школи прикладної геометрії, 
а саме, В.М. Найдиша, В.М. Верещаги, А.В. Найдиша та їх учнів 
[53-64]. Досліджено питання, що стосуються дискретних елементів 
на площині, диференціальних характеристик дискретно представле-
ної кривої, дискретної інтерполяції дискретно представленої кривої, 
питання, що стосуються дискретно представлених просторових 
кривих ліній, дискретно представлених поверхонь. Здійснено побу-
дову алгебри тривекторів. 

Необхідно також відзначити велику кількість робіт в галузі 
геометричного моделювання об’єктів, явищ та процесів, що присвя-
чені наступним проблемам: 

- органічного зв’язку прикладної геометрії з системами авто-
матизації проектування [65,66]; 

- енергозбереження, ефективного використання сонячної енер-
гії, комп’ютерного моделювання потоку відбитих променів, освіт-
ленню житлових приміщень тощо [67-69]; 

- геометричному моделюванню кінематичних поверхонь в 
спеціальних координатах (узагальнених циліндричних, гіперболіч-
них, квазісферичних та ін.) [70-72]; 

- розробці основ теорії проективних раціональних поверхонь 
[73]; 

- комп’ютерним методам деформативного конструювання гео-
метричних об’єктів на основі політканинних перетворень; 

- конструюванню поверхонь та їх неперервному вигинанню в 
кінцеві форми на основі керування натуральними параметрами [74]; 

- розвитку багатовимірної геометрії [75-77]; 
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- геометричному моделюванню робочих коліс турбомашин 
[78]; 

- дослідженню геометрії широкого кола упорядкованих пото-
ків в природі та техніці [79]; 

- застосуванню структурно-параметричного підходу в прикла-
дній геометрії [80]; 

- геометричної оптимізації [81]; 
- моделюванню мінімальних поверхонь [82]. 
Таким чином, на теперішній час для розв’язання дуже широко-

го кола наукових проблем використовуються методи прикладної 
геометрії. Не є винятком і задачі оптимізаційного геометричного 
проектування, розв’язання яких базується на методах формоутво-
рення різноманітних геометричних об’єктів, методах дискретного 
геометричного моделювання, багатовимірній геометрії, методах гео-
метричної оптимізації тощо. Разом з тим, аналіз наявної літератури 
не виявив існуючих методів оптимізаційного покриття заданих обла-
стей геометричними об’єктами зі змінними метричними характерис-
тиками. В зв’язку з цим, розглянемо існуючі підходи до розв’язання 
класу задач оптимізаційного геометричного проектування. 

1.2 Огляд класу задач оптимізаційного геометричного  
проектування та методів їх розв’язання 

У різних сферах діяльності людини виникають задачі, що по-
в'язані з обробкою та перетворенням геометричної інформації та, 
відповідно до [83], відносяться до класу задач оптимізаційного гео-
метричного проектування, розвиток методів розв’язання яких є ак-
туальним. Зазначений клас задач складають: 

- задачі оптимального розміщення геометричних об’єктів; 
- задачі оптимального покриття геометричних об’єктів; 
- задачі оптимального розбиття геометричних об’єктів; 
- задачі побудови оптимальних шляхів і з’єднувальних мереж. 
Задача розміщення геометричних об'єктів була поставлена 

академіком В.Л. Рвачовим у 1963 р. [84]. В задачі розміщення гео-
метричних об'єктів основними обмеженнями є наступні: 

- умови належності геометричних об’єктів заданої форми і 
розмірів області розміщення (умова неперетину заданих геометрич-
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них об’єктів з доповненням області розміщення до відповідного 
простору); 

- умови взаємного неперетину геометричних об’єктів, що роз-
міщуються в заданій області. 

Класичним прикладом задачі розміщення є задача розкрою, 
при розв’язанні якої коефіцієнт заповнення практично ніколи не до-
сягає одиниці (рис. 1.1). 

Основні труднощі в розв’язанні розглянутої задачі полягають в 
аналітичному описі умов неперетинання об'єктів і умов їхнього 
розміщення в області. Першим кроком у побудові аналітичного 
опису таких умов був підхід, заснований на R -функціях, введених у 
роботах В.Л. Рвачова [84,85]. Цей підхід знайшов подальший розви-
ток у роботах Ю.Г. Стояна, в яких для формалізації відносин непе-
ретинання об'єктів і кількісної міри ступеня виконання цих відно-
син введене поняття Φ -функцій [86]. Φ -поверхнею Φ -функції є го-
дограф вектор-функції щільного розміщення (г.ф.п.р.) об'єктів [87], 
що дозволяє перетворити геометричну інформацію про об'єкти в 
інформацію про їх можливі щільні розміщення.  

 

 
 

Рисунок 1.1 – Приклад розв’язання задачі розкрою 
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Формулювання задачі розміщення як задачі математичного 
програмування стало можливим з появою апарата структур лінійних 
нерівностей [88]. Це дозволило використовувати розроблені в рам-
ках теорії математичного програмування підходи як основу для 
розробки методів розв’язання. Застосування сучасних обчислюва-
льних засобів розв’язання оптимізаційних задач теорії дослідження 
операцій [89-97] до предметної області задач геометричного проек-
тування стимулювало появу робіт, у яких, зокрема, розглядалися 
підходи до побудови аналітичних моделей задач розміщення, на-
приклад, неопуклих орієнтованих [98] і неорієнтованих [99, 100] ба-
гатокутників. У роботі [98] розглянутий метод пошуку локального 
мінімуму задачі розміщення орієнтованих багатокутників, проведе-
не дослідження області припустимих розв’язків, що описується 
структурою лінійних нерівностей. Математична модель задачі нере-
гулярного розміщення неорієнтованих об'єктів у заданій області 
описана в роботі [99], також запропонований наближений алгоритм 
локальної оптимізації розміщення неорієнтованих об'єктів в області 
із залученням ряду апроксимуючих процедур. Математична модель 
задачі розміщення неорієнтованих багатокутників [100] побудована 
на основі предикатного опису області припустимих розв’язків та 
мінімаксної цільової функції. 

У роботі [101] на основі апарата структур нелінійних нерівнос-
тей описуються основні обмеження задач геометричного розміщен-
ня (відносини належності області розміщення та взаємного непере-
тинання геометричних об'єктів) для неопуклих багатокутників, які 
мають кутовий параметр розміщення. Запропоновано метод локаль-
ної оптимізації задачі розміщення неопуклих неорієнтованих бага-
токутників, що враховує можливість оптимізації по групах змінних 
трансляції та кутових параметрів розміщення. 

Роботи [102-103] присвячені розв’язанню оптимізаційних за-
дач розміщення орієнтованих об'єктів, таких як кола [102], однакові 
багатокутники [103]. 

У роботах [104-105] введено визначення і приводяться основні 
властивості Ф-функції. 

До останніх публікацій, присвяченим розвитку апарату Ф-
функцій, а також сучасним підходам до розв’язання оптимізаційних 
2D задач розміщення варто віднести роботи [106-115]. У роботі 
[108] приводиться Ф-функція для неорієнтованих неопуклих бага-
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токутників. У роботах [106-107, 112-115] наведено визначення, ос-
новні властивості та аналітичний опис Ф-функцій орієнтованих 
геометричних об'єктів, що володіють різними просторовими фор-
мами, при цьому в [113] приводяться Ф-функції так званих складе-
них об'єктів, тобто об'єктів, що отримані об'єднанням або перети-
нанням базових, причому під базовими розуміються такі об'єкти, як 
коло, прямокутник, опуклий багатокутник. 

Закордонні публікації по розглянутій проблемі присвячені або 
опису математичної моделі задачі [116-118], або розробці ефектив-
них евристичних алгоритмів із прикладами розв’язання конкретних 
задач [117, 119-120]. Основна складність у цих роботах пов'язана з 
відсутністю математичного апарату аналітичного опису геометрич-
них умов неперетинання. 

Другим важливим класом задач геометричного проектування є 
задачі оптимального покриття області геометричними об'єктами 
[121] (рис. 1.2). 

 

 
 

Рисунок 1.2 – Приклад розв’язання задачі покриття заданої області колами 
фіксованого радіусу 

 
У задачах покриття висуваються наступні основні вимоги: 
- умова покриття всіх точок області геометричними об’єктами 

із заданими формами і розмірами (з урахуванням умови мінімуму 
перетину геометричних об’єктів, що покривають задану область, з 
доповненням цієї області до відповідного простору); 
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- умова мінімуму взаємного перетину геометричних об’єктів, 
що покривають задану область. 

Для аналітичного опису міри покриття в роботі [121] введене 
поняття ω  - функцій. Розглянуто методи нерегулярного й регуляр-
ного покриття. В якості приклада розглянемо наступну задачу. 

При проектуванні нових районів міст, а також при необхіднос-
ті обґрунтування потужності пожежно-рятувальної служби та її 
місць дислокації, основним критерієм (критеріями) розміщення по-
жежно-рятувальних депо (ПД) є визначений нормативними докуме-
нтами радіус кругової зони обслуговування; максимальні відстані 
між будинком ПД і об'єктами підвищеної пожежної небезпеки, з 
масовим перебуванням людей; мінімальні відстані між будинком 
ПД і житловими, суспільними будинками. 

Задачу було сформульовано наступним чином. У рамках виді-
лених ресурсів визначити мінімальну нормовану кількість ПД для 
протипожежного захисту району міста (всього міста), і такі їх пара-
метри розміщення, які дозволять скоротити час прибуття оператив-
них відділень до можливих осередків пожежі. 

В роботі [122] здійснена декомпозиція розглянутої задачі. В 
основу декомпозиції, як і в задачі проектування складних економіч-
них систем (прикладом яких є місто), покладений часовий інтервал 
реалізації планів міста та функціональних особливостей задачі. В 
результаті декомпозиції виділені два основних етапи її розв’язання. 

На першому етапі розв’язання визначалася мінімальна кіль-
кість ПД, які своїми нормованими круговими зонами захисту разом 
із зонами захисту існуючих ПД повністю покривають місто (Рису-
нок 1.2), тобто розв’язується задача покриття колами фіксованого 
радіусу області довільної форми. 

Задача раціонального розміщення ПД розглядалася для кожної 
кругової зони захисту на стадії проектування району забудови, ко-
ли, в основному, визначені архітектурні та планувальні рішення, і 
становить другий етап розв’язання. Дану задачу було зведено до за-
дачі розміщення прямокутного геометричного об'єкта постійних 
розмірів з урахуванням нормованих максимальних і мінімальних 
відстаней. Область припустимих розв’язків, що враховує обмежен-
ня задачі, будується за допомогою апарату Ф-функцій з урахуван-
ням нормованих відстаней для об'єктів і областей з постійними роз-
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мірами. Метод моделювання розміщення ПД полягав у переборі то-
чок області припустимих розв’язків із заданим кроком. 

Таким чином, розглянута задача є прикладом сполучення задач 
оптимального покриття і розміщення геометричних об’єктів. 

Третій клас задач геометричного проектування представляють 
задачі оптимального розбиття геометричних об’єктів. Задачі роз-
биття неперервної області на геометричні об'єкти розглянуті в робо-
тах О.М. Кисельової [123], а задачі розбиття з неперервними та дис-
кретними обмеженнями (характеристиками) розглянуті в роботі 
О.М. Соболя [124]. В задачах розбиття області на геометричні об'-
єкти основними вимогами є наступні: 

- умова належності геометричних об’єктів розбиття заданій 
області; 

- умова взаємного неперетину геометричних об’єктів розбиття; 
- умова повного розбиття заданої області (коефіцієнт запов-

нення заданої області об’єктами розбиття повинен дорівнювати 
одиниці, чого, наприклад, досягнути в задачах раціонального роз-
міщення практично неможливо, за винятком часткових випадків). 

Для аналітичного опису зазначених вимог в роботі [124] вве-
дене поняття ξ - функцій. Розглянуто методи нерегулярного та ре-
гулярного розбиття. В роботі [125] на прикладі розв’язання задачі 
розбиття посівних площ запропоновано один з методів регулярного 
розбиття довільної області двома наборами взаємно-ортогональних 
прямих (рис. 1.3). 

Слід відзначити, що детальна класифікація, розробка та чисе-
льна реалізація методів раціонального розбиття наведена в роботі 
[124]. Геометричні моделі раціонального розбиття заданих областей 
на мінімальну кількість підобластей з урахуванням дискретних та 
неперервних обмежень наведені на рис. 1.4 – 1.5. 

Задачі побудови оптимальних шляхів та з’єднувальних мереж 
у незв’язних областях представлені в роботах [126,127] і можуть бу-
ти розглянуті у вигляді четвертого класу задач геометричного прое-
ктування. 

Даний клас розглянемо на прикладі задачі раціонального роз-
міщення пожежних гідрантів. 



 19

 
 

Рисунок 1.3 – Приклад розв’язання задачі раціонального розбиття посівних 
площ 

 

 
 

Рисунок 1.4 – Раціональне розбиття багатозв’язної області 
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Розглядався район міста, який містить будинки та деякі області 
заборони. Кожен з будинків захищений за допомогою улаштування 
пожежних гідрантів (кількість яких залежить від ступеня його вог-
нестійкості), які є джерелами подачі води в можливий осередок по-
жежі по рукавних лініях довжиною jL . Нехай один кінець рукавної 
лінії (точка jA ) належить пожежному гідранту, що перебуває на ме-
режі водопостачання. Пожежні гідранти повинні розміщуватись та-
ким чином, щоб була забезпечена установка рукавного розгалужен-
ня біля будь-якої зовнішньої частини кожного будинку за умови 
обмеження довжини прокладки рукавних ліній. Це може бути за-
безпечено двома рукавними лініями довжиною jL , які виходять із 
точки jA  та охоплюють об'єкт (будинок) iS  (рис. 1.6). 

 

 
 

Рисунок 1.5 – Раціональне розбиття незв’язної області 
 

Таким чином, необхідно створити таку систему протипожеж-
ного водопостачання в районі міста, щоб, якщо виникне потреба, 
забезпечити забір і подачу води по рукавних лініях до зовнішньої 
частини кожного будинку, при цьому кількість пожежних гідрантів 
має бути мінімальною. 
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Рисунок 1.6 – Охоплення рукавними лініями об'єкта iS  

 
При створенні інтелектуальних систем розв’язання оптиміза-

ційних задач геометричного проектування, розробці ефективних 
методів їх розв’язання, виникає необхідність побудови єдиної обчи-
слювальної основи подання інформації про об'єкти реального світу. 

У якості адекватної математичної моделі реального об'єкта 
розглядаються непусті точкові множини, що задовольняють відпо-
відним вимогам [128]. 

Подання інформації про геометричні об'єкти як про математи-
чні моделі матеріальних об'єктів у задачах геометричного проекту-
вання пов'язане з поняттям геометричної інформації [83], введеної в 
роботах Ю.Г.Стояна як сукупності трьох елементів: просторової 
форми (форми) геометричного об'єкта; метричних характеристик, 
що визначають “розміри” об'єкта; параметрів розміщення, що зада-
ють місце розташування об'єкта в просторі (на площині). Разом з 
тим, відповідно до [124], слід зазначити, що таке подання геометри-
чної інформації про геометричні об’єкти є надмірним. 

У задачах геометричного проектування [83] моделюється реа-
льний процес розміщення геометричних об'єктів (покриття, розбит-
тя області на об'єкти). При розглянутому моделюванні здійснюється 
обробка та різні способи перетворення геометричної інформації, у 
результаті яких здійснюється пошук оптимального розміщення гео-
метричних об'єктів (покриття, розбиття). Дані задачі пов'язані з об-
робкою великих об'ємів геометричної інформації та урахуванням 
великої кількості різних вимог і виходять за рамки класичної теорії 
дослідження операцій. Необхідність виділення таких задач в окре-
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мий клас, так званих задач геометричного проектування, викликано 
нестандартністю методів їхнього моделювання та розв’язання. 

Проведений аналіз існуючих методів розв’язання задач опти-
мізаційного геометричного проектування також не виявив методів 
оптимального покриття заданих областей геометричними об’єктами 
зі змінними метричними характеристиками. Інакше кажучи, даний 
напрямок досліджень є актуальним та перспективним. 

Більш того, незважаючи на велику кількість методів 
розв’язання класу задач оптимізаційного геометричного проекту-
вання, на теперішній час не існує детальної класифікації зазначено-
го класу задач. Таким чином, здійснення класифікації дозволить ви-
значити перспективні напрямки розвитку теорії оптимізаційного 
геометричного проектування. 

1.3 Класифікація задач оптимізаційного геометричного 
проектування 

Дослідженню класифікації задач оптимізаційного геометрич-
ного проектування, а саме, задач оптимального розбиття геометри-
чних об’єктів, присвячено роботу [124]. 

Так, за множиною розбиття задачі оптимального розбиття мо-
жуть бути класифіковані так (рис. 1.7): 

- задачі розбиття однозв’язних множин; 
- задачі розбиття багатозв’язних множин; 
- задачі розбиття незв’язних множин. 
 

 
 

Рисунок 1.7 – Класифікація задач розбиття за множиною розбиття 
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При цьому слід врахувати те, що кожній множині можуть на-
лежати: 

- дискретні характеристики; 
- непевні характеристики; 
- дискретні та неперервні характеристики. 
В залежності від методів формування підмножин розбиття роз-

глядаються наступні типи даних задач: 
- нерегулярне розбиття заданих множин; 
- регулярне розбиття заданих множин. 
В свою чергу, нерегулярне розбиття здійснюється: 
- геометричними об’єктами з довільною формою та метрични-

ми характеристиками; 
- нерегулярною сіткою; 
- наборами прямих з довільними кутами нахилу. 
Регулярне розбиття здійснюється: 
- геометричними об’єктами заданої форми, метричні характе-

ристики яких змінюються за заданим законом; 
- регулярною сіткою. 
Дослідження класу задач оптимізаційного геометричного про-

ектування (п. 1.2) дозволило здійснити класифікацію, що наведена 
на рис. 1.8. 

 

 
 

Рисунок 1.8 
 
Детальний аналіз задач оптимального розміщення геометрич-

них об’єктів дозволив здійснити їх класифікацію, що наведена на 
рис. 1.9. 
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Рисунок 1.9 – Класифікація задач оптимального розміщення 
 
Що стосується задач оптимального покриття геометричних 

об’єктів, то їх класифікація наведена на рис. 1.10. 
Розроблена класифікація задач оптимізаційного геометричного 

проектування дозволила зробити наступні висновки щодо перспек-
тивних напрямків досліджень: 

- оптимізація розміщення геометричних об’єктів з нелінійними 
границями; 

- оптимізація розміщення геометричних об’єктів зі змінними 
метричними характеристиками; 

- оптимізація розміщення геометричних об’єктів у просторі 3R ; 
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- оптимізація покриття геометричними об’єктами зі змінним 
метричними характеристиками; 

- оптимізація розбиття геометричних об’єктів у просторі 3R . 
 

 
 

Рисунок 1.10 – Класифікація задач оптимального покриття 
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РОЗДІЛ 2. ПОСТАНОВКА ТА ФОРМАЛІЗАЦІЯ ОБМЕЖЕНЬ 
ЗАДАЧІ ОПТИМІЗАЦІЙНОГО ПОКРИТТЯ ЗАДАНИХ  

ОБЛАСТЕЙ ГЕОМЕТРИЧНИМИ ОБ’ЄКТАМИ ЗІ ЗМІННИМИ 
МЕТРИЧНИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

2.1 Постановка задачі оптимізаційного покриття заданих 
областей геометричними об’єктами зі змінними метрични-
ми характеристиками 

Незважаючи на всю різноманітність задач оптимізаційного по-
криття геометричних об'єктів, їх можна об'єднати в одну основну 
задачу. 

У просторі 2R  задана область покриття 0S . Дана область може 
бути незв'язною (набір плоских геометричних об’єктів), однозв'яз-
ною, тобто зв'язною з одним компонентом лінійної зв’язності гра-
ниці, і багатозв’язною з декількома компонентами лінійної 
зв’язності границі (області заборони). Нехай існує набір об'єктів по-
криття ( )1,2,...,iS i N= . Об'єкти iS , в загальному випадку, можуть бу-
ти також незв'язними, однозв'язними, та багатозв’язними. Необхід-
но повністю покрити задану область таким чином, щоб критерій 
якості покриття (кількість об’єктів покриття) приймав мінімальне 
значення. Обмеження, які необхідно враховувати в даних задачах, 
характеризуються взаємовідношенням між кожною парою об'єктів, 
що покривають задану область, а також між об'єктами та областю 
покриття. Слід відзначити, що в задачах оптимального покриття 
припускається можливість існування загальних точок для декількох 
об’єктів покриття, а також загальних точок для об’єкта покриття і 
доповнення області 0S  до простору 2R . Якщо не врахувати дане 
припущення то, в загальному випадку, досягнути повного покриття 
області 0S  буде неможливо, оскільки об’єкти покриття можуть мати 
довільну форму. Разом з тим, для того, щоб критерій якості покрит-
тя приймав мінімальне значення, необхідно виконання обмежень 
щодо забезпечення мінімальної кількості загальних точок для декі-
лькох об’єктів покриття, а також загальних точок для об’єкта по-
криття і доповнення області 0S  до простору 2R  при повному по-
критті заданої області. Дані обмеження можна сформулювати як 
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умови мінімізації взаємного перетину об’єктів покриття між собою, 
а також умови мінімізації перетину об’єктів покриття з доповнен-
ням 0S  до простору 2R . 

Необхідно відзначити, що в задачах оптимального покриття 
можуть бути присутніми також інші вимоги, характерні для різних 
предметних областей. Дані вимоги формують групу спеціальних 
обмежень. 

Таким чином, основну задачу оптимального покриття можна 
сформулювати наступним чином: необхідно повністю покрити за-
дану область 0S  об’єктами ( )1,2,...,iS i N=  таким чином, щоб викону-
валися умови мінімізації взаємного перетину об’єктів покриття між 
собою, умови мінімізації перетину об’єктів покриття з доповненням 

0S  до простору 2R , а також спеціальні обмеження, і при цьому кри-
терій якості покриття приймав мінімальне значення. 

Для того, щоб записати теоретико-множинну постановку зада-
чі оптимального покриття і формалізувати обмеження даної задачі, 
необхідно визначитися з класами геометричних об’єктів, що можуть 
бути моделями області та об’єктів покриття, і розглянути поняття 
геометричної інформації для опису даних об’єктів. 

Будь-який матеріальний об'єкт, як геометричне тіло, повинен 
представлятися сукупністю точок, взаємне розташування яких ви-
значало б його у вигляді креслення, натурної моделі, чи іншого зо-
браження [121]. Розглянемо точкові множини, які можуть являти 
собою геометричні моделі області та об’єктів покриття. 

Перш за все зауважимо, що клас точкових множин простору 
2R  значно ширший, ніж потрібно для побудови геометричних моде-

лей матеріальних об'єктів. Наприклад, на рис. 2.1 зображена мно-
жина, що містить ізольовані точки; на рис. 2.2 – ніде не щільна 
множина [121]. Цей список можна продовжити. 

Ясно, що топологічна структура зазначених множин така, що 
вони не можуть бути геометричними моделями реальних об'єктів. 
Для того, щоб виділити точкові множини в 2R , які можуть являти 
собою геометричні моделі реальних об’єктів, Ю.Г. Стояном було 
введене поняття φ - об'єкта [121]. 
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Рисунок 2.1 

 
 

Рисунок 2.2 
 
Визначення 2.1 [121]. Непорожня множина 2RS ⊂  називається 

φ - об'єктом, якщо: 
А1) S  - канонічно замкнена ( )αχ  чи канонічно відкрита ( )0χ  

множина [121]; 
А2) внутрішність (int S) і замикання (cl S) множини S  мають 

однаковий гомотопічний тип [121]. 
Важливим класом φ - об'єктів як точкових множин у просторі 

2R  є клас φ - багатокутників [121]. 
Визначення 2.2 [121]. φ - багатокутником називається φ -

 об'єкт, границя якого складається з кінцевого числа прямих чи 
променів. 

Після того, як визначено клас точкових множин у просторі 2R , 
який може виступати в якості геометричних моделей областей та 
об’єктів покриття, розглянемо питання параметризації геометрич-
них моделей даних об’єктів. 

Як відомо [15], параметричне число будь-якого багатокутника 
може бути записано наступним чином: 

 
     ф пp p p= + ,    (2.1) 
 

де фр  - кількість параметрів форми; пр  - кількість параметрів по-
ложення. 

Слід зазначити, що параметричне число багатокутника дорів-
нює кількості рівнянь, за допомогою яких можна визначити даний 
багатокутник у просторі 2R . 
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Таким чином, параметричне число багатокутника дорівнює: 
 
     02p n= ,     (2.2) 
 

де 0n  - кількість вершин багатокутника. 
Однак для параметризації φ - об'єктів, що використовуються в 

якості геометричних моделей реальних об’єктів в задачах геометри-
чного проектування, введено поняття геометричної інформації 
[121]. 

Так, будь-який φ - об'єкт має цілком визначену форму, задані 
метричні характеристики, займає деяке положення в просторі 2R . 
Зазначені характеристики задають так звану геометричну інформа-
цію [121] про φ - об'єкт: 

 
    { } { } { }( ), ,g s m p= .    (2.3) 
 
Геометрична інформації про φ - об'єкт має наступні складові: 
- сукупність форм { }s ; 
- метричні характеристики { }m , які визначають розміри точ-

кових множин, що мають форми з { }s ; 
- параметри { }p , що задають місце розташування точкових 

множин у просторі 2R . 
Форми { }s  являють собою множини, елементами яких є класи 

еквівалентності по сукупності будь-яких точкових множин у відпо-
відних лінійних метричних просторах. Як приклади форм можна 
вказати наступні класи еквівалентності: коло, еліпс і т. ін. 

Для того, щоб розрізняти множини, що мають однакову фор-
му, необхідно знати їхні метричні характеристики. Як компоненти 
{ }m  можуть виступати, наприклад, координати вершин багатокут-
ників, радіус кола і т. ін. 

Визначення положення будь-якого φ - об'єкта в просторі 
2R здійснюється за допомогою параметрів { }p . В якості елементів 

компоненти { }p  обираються параметри, що характеризують поло-
ження власної системи координат φ - об'єкта відносно глобальної 
системи координат. Початок власної системи координат являє со-
бою полюс φ - об'єкта [121]. 
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Компонента { }p , в загальному випадку, містить в собі і кутові 
параметри, що характеризують орієнтацію множини в просторі 2R . 
Отже, компонента { }p  являє собою не що інше, як параметри роз-
міщення φ - об'єкта. 

Будь-яка геометрична інформація g  у просторі 2R  визначає 
точкову множину (або набір точкових множин), обумовлену чисе-
льними значеннями компонентів { }m  і { }p , а також формою { }s . Та-
ким чином, цієї інформації достатньо для опису геометричної моде-
лі будь-якого матеріального об'єкта. Наприклад, для багатокутника 

0S  (рис. 2.3) геометрична інформація записується наступним чином:  
 

{ } { } { }( )0,1 0,1 0,2 0,2 0, 0, 0 0, , ; , ; ; , , ,n ng багатокутник x y x y x y x y= … . 

 

 
 

Рисунок 2.3 - Однозв’язний багатокутник 
 

Слід зауважити, що кількість параметрів вищенаведеної геоме-
тричної інформації перевищує параметричне число багатокутника 
(2.2). Інакше кажучи, кількість параметрів, що складають геометри-
чну інформацію про φ - об’єкт, є надлишковою. 

Розглянемо об’єкти, що можуть являти собою геометричні мо-
делі області покриття. Так, в даній роботі область 0S  може бути 
представленою однозв’язними та багатозв’язними багатокутниками 
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яким, у свою чергу, можуть належати ланки ломаної лінії, точки 
тощо. 

Властивість 2.1. В задачах оптимізаційного покриття область 
покриття 0S , в загальному випадку, не являє собою φ - об’єкт. 

Що стосується однозв’язних багатокутників, то вони задають-
ся координатами вершин у локальній системі координат, причому 
нумерація вершин здійснюється проти годинникової стрілки: 

 
  { } { }( )0,1 0,1 0,2 0,2 0, 0, 0 0, ; , ; ; , , ,n ng x y x y x y x y= … ,  (2.4) 
 

або 
 

{ }0 0,1 0 0,1 0 0,2 0 0,2 0 0, 0 0,, ; , ; ; ,n ng x x y y x x y y x x y y= + + + + + +… . (2.5) 
 
Слід зауважити, що вираз (2.5) описує однозв’язний багатоку-

тник у глобальній системі координат. 
Завдання багатозв’язної області покриття 0S , компонентами 

зв’язності якої, в загальному випадку, є неопуклі багатокутники, 
має певні особливості. Наприклад, область покриття, що зображена 
на рис. 2.4., може бути представленою за допомогою наступного 
виразу: 

 
   { } { } { } { }( )0 0,1 0,2 0 0, , , ,g р р р x y= .   (2.6) 
 
У виразі (2.6) { } { }0 0,1 0,1 0,2 0,2 0, 0,, ; , ; ; ,n nр x y x y x y= …  - координати 

вершин зовнішньої компоненти зв’язності області 0S , що задані у 
локальній системі координат, причому нумерація даних вершин 
здійснюється проти годинникової стрілки; 
{ } { }1 1

1 1 1 1
0,1 0,1 0,1 0, 0,, ; ; ,n nр x y x y= …  та { } { }2 2

2 2 2 2
0,2 0,1 0,1 0, 0,, ; ; ,n nр x y x y= …  - ко-

ординати вершин внутрішніх компонент зв’язності 1
0S  та 2

0S  відпо-
відно, що також задані у локальній системі координат, причому ну-
мерація вершин даних компонент зв’язності здійснюється за годин-
никовою стрілкою. Нумерація вершин компонент зв’язності області 

0S  проти та за годинниковою стрілкою необхідна для того, щоб від-
різнити зовнішню компоненту зв’язності від внутрішніх. 



 32 

 
 

Рисунок 2.4 - Багатозв’язний багатокутник 
 
В глобальній системі координат вираз (2.6) буде мати наступ-

ний вигляд: 
 

{ }(
{ }
{ })

1 1

2 2

0 0,1 0 0,1 0 0,2 0 0,2 0 0, 0 0,

1 1 1 1
0 0,1 0 0,1 0 00, 0,

2 2 2 2
0 0,1 0 0,1 0 00, 0,

, ; , ; ; , ,

       , ; ; , ,

       , ; ; , .

n n

n n

n n

g x x y y x x y y x x y y

x x y y x x y y

x x y y x x y y

= + + + + + +

+ + + +

+ + + +

…

…

…

 (2.7) 

 
Якщо області 0S , яка у загальному випадку є багатозв’зною 

(рис. 2.4), належать ділянки ломаної лінії, то дані елементи зада-
ються наступним чином: 

 
  { } { } { } { } { }( )0 0,1 0,2 0, 0 0, , , , , ,Lg р р р р x y L= .  (2.8) 
 
У виразі (2.8) { } { }0 0 0 0

0, ,1 ,1 , ,, ; ; ,
L LL L L L n L nð x y x y= …  - вершини лома-

ної лінії; L  - матриця, що формує ланки ломаної і має наступний ви-
гляд: 
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0 1 0
1 0 1

0 1 0

L

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

# # % #
…

.    (2.9) 

 
Якщо елемент матриці 0ijl = , то відповідні вершини ломаної не 

з’єднані між собою. Якщо 1ijl = , то зазначені вершини являють со-

бою кінці відповідного відрізку, при цьому 0iil = . 
Слід відзначити, що для однозв’язної області 0S  у виразі (2.8) 

будуть відсутніми компоненти { }0,1р  та { }0,2р . 
Розглянемо об’єкти, що можуть являти собою геометричні мо-

делі об’єктів покриття ( )1,2,...,iS i N= . Так, в даній роботі об’єкти 
( )1,2,...,iS i N=  завдаються у вигляді однозв’язних опуклих та неопу-

клих багатокутників і кіл. 
Властивість 2.2. В задачах оптимізаційного покриття об’єкти 

покриття ( )1,2,...,iS i N=  являють собою φ - об’єкти. 
Якщо об’єкти покриття розглядаються у вигляді опуклих та 

неопуклих однозв’язних багатокутників, то вони можуть бути пред-
ставлені наступним чином: 

 
{ },1 ,1 ,2 ,2 , ,, ; , ; ; ,

i ii i i i i i i i i i n i i ng x x y y x x y y x x y y= + + + + + +… , (2.10) 
 
де in  - кількість вершин i -го багатокутника. Нумерація вершин 

багатокутників – проти годинникової стрілки. 
Якщо об’єкти покриття являють собою кола радіуса ir , то вони 

можуть бути задані наступним чином: 
 
    { } { }( ), ,i i ig r x y= ,     (2.11) 
 

де { },i ix y  - положення локальної системи координат кола віднос-
но глобальної. 

Важливою особливістю об’єктів покриття є те, що їх метричні 
характеристики є змінними, тобто залежать від кількості та коорди-
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нат вершин, положень локальних систем координат об’єктів по-
криття.  

Властивість 2.3. В задачах оптимізаційного покриття заданих 
областей геометричними об’єктами зі змінними метричними харак-
теристиками дані характеристики являють собою площі об’єктів 
покриття. 

Властивість 2.4. Кількість та координати вершин (радіуси) 
об’єктів покриття ( )1,2,...,iS i N= , а також положення їх локальних 
систем координат відносно глобальної системи координат, є змін-
ними. 

Властивість 2.5. Якщо об’єкти покриття ( )1,2,...,iS i N=  пред-
ставляють собою однозв’язні опуклі або (та) неопуклі багатокутни-
ки, то кількість та координати вершин даних об’єктів не є обмеже-
ною і визначається в залежності від положення їх локальних систем 
координат, а також виходячи із спеціальних умов задачі оптиміза-
ційного покриття заданої області. 

Властивість 2.6. У частковому випадку, кількість вершин ба-
гатокутників покриття може бути заданою, проте їх координати ви-
значаються в процесі мінімізації цільової функції задачі оптималь-
ного покриття. 

Властивість 2.7. В даній роботі виключається можливість по-
вороту локальних систем координат області та об’єктів покриття. 

Таким чином, виникає наступна задача: необхідно повністю 
покрити задану область 0S  об’єктами ( )1,2,...,iS i N=  таким чином, 
щоб виконувалися умови мінімізації взаємного перетину об’єктів 
покриття між собою, умови мінімізації перетину об’єктів покриття з 
доповненням 0S  до простору 2R , а також спеціальні обмеження, і 
при цьому критерій якості покриття приймав мінімальне значення з 
урахуванням того, що кількість та координати вершин (радіуси) 
об’єктів покриття, а також положення їх локальних систем коорди-
нат є змінними і визначаються в процесі розв’язання задачі. 

Розглянемо теоретико-множинні постановки задач оптиміза-
ційного покриття заданих областей плоскими геометричними 
об’єктами зі змінними метричними характеристиками. Враховуючи 
типи областей 0S , що підлягають покриттю, можна виділити 2 ос-
новні задачі. 
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Задача 1. 
Нехай задано область покриття 0S , що являє собою, в загально-

му випадку, неопуклий багатозв’язний багатокутник у просторі 2R . 
Даній області належать області заборони (на розміщення початків 
локальних систем координат об’єктів покриття) 0Sν , 1,2, , vv N= … , - 
компоненти зв’язності, що являють собою неопуклі багатокутники. 

Необхідно покрити область 0S  мінімальною кількістю геомет-
ричних об’єктів iS , 1,2, ,i N= …  (опуклі та неопуклі однозв’язні бага-
токутники, кола), зі змінними метричними характеристиками таким 
чином, щоб виконувалися наступні обмеження: 

- покриття всієї заданої області 0S  
 

0 0
1

N
i

i
S S S

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∩ ∪ ; (2.12)

 
- мінімум площі взаємного перетину геометричних об’єктів iS  
 

mini jS S →∩ ; 1,2, ,i N= … ; 1, ,j i N= + … ; (2.13)
 
- мінімум площі перетину об’єктів iS  з областями заборони 0Sν  
 

0 miniS Sν →∩ ; 1,2, ,i N= … ; 1,2, , vv N= … ; (2.14)
 
- належність об’єктів iS  області 0S  
 

0 minicS S →∩ ; 1,2, ,i N= … ; 2
0 0cS S R=∪ ; (2.15)

 
- спеціальні умови, що формують об’єкти покриття 
 

( )0i ip F S∈ ; 1,2, ,i N= … ; (2.16)
 

де ( )0iF S  - множина форм і розмірів i -го об’єкта покриття. 
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Задача 2. 
Нехай задано область покриття 0S , що являє собою, в загаль-

ному випадку, неопуклий багатозв’язний багатокутник у просторі 
2R . Даній області належать області заборони 0Sν , 1,2, , vv N= … , та 

множина 0
uL , 1,2, , uu N= … . Дану множину складають ланки ломаних 

ліній, відрізки прямих, точки тощо. 
Необхідно покрити множину 0

uL , 1,2, , uu N= … , мінімальною кі-
лькістю геометричних об’єктів iS , 1,2, ,i N= … , зі змінними метрич-
ними характеристиками таким чином, щоб виконувалися наступні 
обмеження: 

- покриття всієї множини 0
uL , 1,2, , uu N= …  

 
0 0

1 1 1

u uN NN
u i u

u i u
L S L

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∪ ∩ ∪ ∪ ; (2.17)

 
- мінімум площі взаємного перетину геометричних об’єктів iS  
 

mini jS S →∩ ; 1,2, ,i N= … ; 1, ,j i N= + … ; (2.18)
 
- мінімум площі перетину об’єктів iS  з областями заборони 0Sν  
 

0 miniS Sν →∩ ; 1,2, ,i N= … ; 1,2, , vv N= … . (2.19)
 
- належність об’єктів iS  області 0S  
 

0 minicS S →∩ ; 1,2, ,i N= … ; 2
0 0cS S R=∪ . (2.20)

 
- спеціальні умови, що формують об’єктів покриття 
 

( )0i ip F S∈ ; 1,2, ,i N= … . (2.21)
 
Особливістю задач оптимізаційного покриття є те, що у част-

ковому випадку обмеження (2.12) та (2.17) можуть мати наступний 
вигляд: 
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0 0
1

N
i

i
S S S

=

⎛ ⎞
→⎜ ⎟

⎝ ⎠
∩ ∪ ; (2.22)

 
0 0

1 1 1

u uN NN
u i u

u i u
L S L

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
→⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∪ ∩ ∪ ∪ . (2.23)

 
Інакше кажучи, дані обмеження являють собою вимоги макси-

мізації покриття області 0S  та множини 0
uL , 1,2, , uu N= … , відповідно. 

Таким чином, можна зробити висновок про те, що до теперіш-
нього часу задачі оптимізаційного покриття заданих областей гео-
метричними об’єктами зі змінними метричними характеристиками 
не розглядалися. Розробка підходу до формалізації обмежень 
(2.12)÷(2.16) та (2.17)÷(2.21) дозволить побудувати моделі та розро-
бити методи розв’язання зазначених задач. 

2.2 Формалізація обмежень в задачах оптимізаційного по-
криття заданих областей геометричними об’єктами зі змін-
ними метричними характеристиками 

В роботі [112] та в п. 1.2 розглянуто апарат Φ -функцій та його 
використання при формалізації задач оптимізаційного розміщення 
плоских геометричних об’єктів. Даний клас функцій є природнім 
для запису умов взаємного неперетину та розміщення їх в заданій 
області. Разом з тим, при формалізації умов покриття області необ-
хідно розглядати сукупність φ-об’єктів, що робить неефективним 
використання Φ -функцій, оскільки при цьому дана функція зале-
жить від усіх змінних геометричної інформації, яка характеризує 
дану сукупність. Побудова такої Φ -функції є надзвичайно склад-
ною. В зв’язку з цим, виникла необхідність у введені спеціального 
класу функцій, що дозволить досить легко формалізувати умови по-
криття заданої області. 

Нехай множина об’єктів покриття iS , 1,2, ,i N= …  може бути за-
даною наступним чином: 

 
  { } { }( )1 1 1; ; , , ; ; ,N N Ng p p x y x y= … … ,   (2.24) 
 

де ip  координати вершин (радіус) i -го об’єкта покриття. 
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За допомогою суперпозиції теоретико-множинних операцій 
побудуємо множину: 

 
    ( )1 2, , , NB S S SΩ = … .    (2.25) 
 
Тоді множина Ω  може бути заданою за допомогою інформації 

*g  наступного виду: 
 
  ( )* 1 2 1 2, , , N Ng B g g g g g g= = ∗ ∗ ∗… … ,   (2.26) 
 

де { } { }( ), ,i i i ig ð x y= , а знак * визначає взаємовідносини між відпо-
відними об’єктами в залежності від виду оператора B  у виразі 
(2.25). Слід зазначити, що в задачах оптимізаційного покриття знак 
* замінюється операцією ∩ . 

Інформація *g  утворює деякий простір *G . Задамо в даному 
просторі функцію: 

 
 ( ) ( ) ( )* 1 1 1; ; ; , ; ; ,N N Ng p p x y x yω ω μΩ Ω= = Ω… … ,  (2.27) 
 

де ( ).μ  - міра Лебега. 
Таким чином, функції, що визначаються виразом (2.27), нази-

ваються ω -функціями [121]. 
У якості приклада розглянемо інформації { } { }( )1 1 1 1, ,g r x y=  та 

{ } { }( )2 2 2 2, ,g r x y= , що описують у просторі 2R  кола 1S  та 2S  
(рис. 2.5). 

Нехай 1 2S SΩ = ∩ , причому 1 2r r≥ . Тоді ω -функція для даного 
випадку буде мати наступний вигляд: 

 

 ( )

12 1 2
2
2 12 1 2

2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

1 2 12 1 2

0;  ,

;  ,

, , , , , arccos arccos

1 1 ;
,

r r

r r r

r r x y x y r r

r r
r r r r

ρ

π ρ

ω α α

α α α α
ρ

Ω

≥ +⎧
⎪

≤ −⎪
⎪

= + −⎨
⎪
− − − −⎪
⎪

− ≤ ≤ +⎩

 (2.28) 
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де ( ) ( )2 2
12 1 2 1 2x x y yρ = − + − , 

2 2 2
1 2 12

1
1 122

r r
r

ρα
ρ

− +
= , 

2 2 2
2 1 12

2
2 122

r r
r

ρα
ρ

− +
= . 

 

 
 

Рисунок 2.5 
 

У випадку довільних 1r  та 2r  у виразі (2.26) замість 1r  слід пи-
сати { }1 2max ,r r , а замість 2r  - { }1 2min ,r r . 

Розглянемо основні властивості ω -функцій [121]. 
Властивість 2.8. ω -функція є позитивною. Це випливає з по-

зитивності міри ( ).μ . 
Властивість 2.9. Еквівалентним геометричним інформаціям 

відповідають рівні ω -функції, оскільки еквівалентні інформації за-
дають рівні з точністю до власних конгруентних перетворень точ-
кові множини. 

Властивість 2.10. Значення ω -функції не залежить від вибору 
центрів локальних систем координат φ-об’єктів. 

Властивість 2.11. Має місце наступна рівність: 
 

 
( )

( )
1 1 1

0 0 0 0
1 1 1

; ; ; , ; ; ,

; ; ; , ; ; , .

N N N

N x y N x N y

p p x y x y

p p x p y p x p y p

ω

ω

Ω

Ω

≡

≡ + + + +

… …

… …
 (2.29) 

 
Властивість 2.12. ω -функція є неперервною та майже всюди 

диференціюємою. 
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Властивість 2.13. Розглянемо криву 12γ , що описується насту-
пним рівнянням: 

 
   ( )1 2 1 1 2 2; ; , ; ,p p x y x yω εΩ = .    (2.30) 
 
При 0ε →  крива 12γ  сходиться до кривої, що описує 0-рівень 

Φ -функції об’єктів 1S  та 2S . 
Властивість 2.14. Якщо ( )1 2 1 1 2 2; ; , ; , 0p p x y x yΦ ≥ , то 

( )1 2 1 1 2 2; ; , ; , 0p p x y x yωΩ = . Якщо ( )1 2 1 1 2 2; ; , ; , 0p p x y x yΦ < , то 
( )1 2 1 1 2 2; ; , ; , 0p p x y x yωΩ > . 
Таким чином, властивості 2.13 та 2.14 показують взаємозв’язок 

між Φ -функцією та ω -функцією. 
Слід відзначити, що на теперішній час розроблено апарат 

ω -функцій для формалізації обмежень в задачах оптимізаційного 
покриття заданих областей плоскими геометричними об’єктами з 
фіксованими формами та розмірами відносно локальних систем ко-
ординат даних об’єктів. При цьому залишається не дослідженим 
питання побудови ω -функцій для задач оптимізаційного покриття 
заданих областей плоскими геометричними об’єктами зі змінними 
метричними характеристиками. 

Розглянемо наступні випадки покриття заданої області геомет-
ричними об’єктами зі змінними метричними характеристиками: 

а) покриття заданої області у просторі 2R однозв’язними опук-
лими багатокутниками; 

б) покриття заданої області у просторі 2R однозв’язними не-
опуклими багатокутниками; 

в) покриття заданої області у просторі 2R однозв’язними опук-
лими багатокутниками та колами; 

г) покриття заданої області у просторі 2R однозв’язними не-
опуклими багатокутниками та колами; 

д) покриття заданої області у просторі 2R однозв’язними опук-
лими та неопуклими багатокутниками. 

Геометрична інтерпретація випадку а) має вигляд, наведений 
на рис. 2.6 (одне з можливих взаємних положень об’єктів 1S  та 2S ).  
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Рисунок 2.6 
 
Тоді ω-функцію для даного випадку запишемо наступним чи-

ном: 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2 2

1

1
2, 1,1 1,1 1,2 1, 1, 1 1, 1

2

1, 1, 1 1, 2,1 2,1 1,2

1
2, 2, 1 2, 1 2, 2, 1

2

1
2

              

              .

m
A n A i i i

i

m m A A m A

n
j j j n n A

j

x y y x y y x y y

x y y x y y x y y

x y y x y y

ω
−

Ω − +
=

−

−
− + −

=

⎡
= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − +⎢

⎣

+ ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − +

⎤
+ ⋅ − + ⋅ − ⎥

⎥⎦

∑

∑

 (2.31)

 
Слід зазначити, що у виразі (2.31) та у подальших випадках 

координати вершин об’єктів 1S  та 2S  розглядаються в глобальній 
системі координат. В противному випадку, в даному виразі слід 
приймати: 

 
1, 1 1,i ix x x= + ; 

1, 1 1,i iy y y= + ; 

2, 2 2,j jx x x= + ; 

2, 2 2,j jy y y= + ; 

1,2, ,i n= … ; 1,2, ,j m= … . 



 42 

Тут ( )1 1,x y  та ( )2 2,x y  - координати початків локальних систем 
координат об’єктів 1S  та 2S  в глобальній системі координат. 

Розглянемо побудову ω-функції для інших часткових випадків, 
що наведені на рис. 2.7 та 2.8. 

 

 
 

Рисунок 2.7 
 

 
 

Рисунок 2.8 
 

Так, для випадку, що наведений на рис. 2.7, ω-функція прийме 
наступний вигляд: 
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1 2 1

2 2 1

1
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 (2.32)
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Що стосується випадку, який наведений на рис. 2.8, то для 
нього ω-функцію запишемо наступним чином: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 1 2

1

2, 2,1 2,1 1,2

1
2, 2, 1 2, 1 2, 2, 1

2

1
2

                 .

A n A A A A

n
j j j n n A

j

x y y x y y x y y

x y y x y y

ωΩ

−
− + −

=

⎡= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − +⎢⎣
⎤

+ ⋅ − + ⋅ − ⎥
⎥⎦

∑
 (2.33)

 
Розглянемо опуклі багатокутники 1S  та 2S , що наведені на 

рис. 2.9. Необхідно зазначити, що в даному випадку ми маємо най-
більш загальний вигляд перетину двох геометричних об’єктів 1S  і 

2S . Інакше кажучи, кількість точок перетину iA  границь двох 
об’єктів дорівнює p , тобто 1, ,i p= … . Позначимо вершини області 
Ω , що обмежені точками iA  і 1iA +  наступним чином: 

( ) ( )1 1 2 2, , , , , ,i i i i i i
A Ai i

A A A A A A
n nx y x y x y⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

… . 

 

 
 

Рисунок 2.9 
 

Тоді ω-функцію можна записати у наступному вигляді: 
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(2.34)
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У випадку, коли геометричний об’єкт 2S  належить об’єкту 1S  
( 2 1S S⊂ , рис. 2.10), то ω-функція буде дорівнювати площі геоме-
тричного об’єкта 2S , вираз (2.35). 
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Рисунок 2.10 
 
Якщо геометричні об’єкти 1S  і 2S  не перетинаються (торка-

ються), що наведено на рис. 2.11 та 2.12, то 0ωΩ = . 
 

 
 

Рисунок 2.11 
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Рисунок 2.12 
 

Таким чином, у загальному випадку ω-функцію для 2-х опук-
лих однозв’язних багатокутників можна записати наступним чином: 
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 (2.36)

 
Властивість 2.15. Якщо об’єкти 1S  та 2S  такі, що може існува-

ти ситуація 1 2 1S S S=∩ , то у виразі (2.36) координати вершин об’єкта 
2S  замінюються координатами вершин об’єкта 1S . 

У виразах (2.31)÷(2.36) не наведено аргументи ω-функцій. Ра-
зом з тим, зрозуміло, що даними аргументами є координати вершин 
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та положення початків локальних систем координат відповідних 
геометричних об’єктів. 

Геометрична інтерпретація випадку б) наведена на рис. 2.13 та 
2.14. 

Для випадку, зображеного на рис. 2.13, ω-функція записується 
аналогічно (2.31). Якщо геометричні об’єкти 1S  та 2S  взаємодіють 
так, як це наведено на рис. 2.14, то ω-функція буде мати наступний 
вигляд: 

 

1 2
ω ω ωΩ Ω Ω= + , (2.37)

 
де 

1
ωΩ  і 

2
ωΩ  записуються аналогічно (2.31). 

 

 
 

Рисунок 2.13 
 

 
 

Рисунок 2.14 
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В загальному випадку, ω-функція для двох однозв’язних не-
опуклих багатокутників записується так: 
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2.38)

 
Для даного випадку також має місце властивість 2.15. 
Геометрична інтерпретація випадку в) наведена на рис. 2.15. 
 

 
 

Рисунок 2.15 
 
Тут ω-функція приймає наступний вигляд: 
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 (2.39)

 
Розглянемо наступні варіанти взаємодії геометричних об’єктів 

1S  та 2S , що наведені на рис. 2.16 та 2.17. Для зазначених варіантів 
ω-функція буде мати вигляд (2.40) та (2.41) відповідно. 
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2Rω πΩ = . (2.40)
 

        
 

Рисунок 2.16 Рисунок 2.17 
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 (2.41)

 
В загальному випадку, ω-функція для двох однозв’язних опук-

лого багатокутника та кола записується так: 
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Властивість 2.16. Якщо об’єкти 1S  та 2S  такі, що може існува-
ти ситуація 1 2 2S S S=∩ , то у виразі (2.42) використовується функція 
виду (2.40). 

Геометрична інтерпретація випадку г) наведена на рис. 2.18 та 
2.19. 

 
 
 

Рисунок 2.18 
 
 

 
 
 

Рисунок 2.19 
 
Для взаємодії об’єктів, що наведена на рис. 2.18, ω-функція 

буде мати наступний вигляд: 
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Для випадку, що наведений на рис. 2.19, ω-функція має вираз, 

аналогічний до (2.39). 
Розглянемо взаємодію двох геометричних об’єктів, що наведе-

не на рис. 2.20. 
 

 
 

Рисунок 2.20 
 
В даному випадку ω-функція має наступний вигляд: 
 

1 2
ω ω ωΩ Ω Ω= + , (2.44)

 
де 

1
ωΩ  і 

2
ωΩ  записуються аналогічно (2.39) або (2.43). 

В загальному випадку ω-функція для неопуклого багатокутни-
ка і кола буде мати наступний вираз: 
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При цьому, є характерною властивість 2.16. 
Геометрична інтерпретація випадку д) наведена на рис. 2.21. 

 

 
 

Рисунок 2.21 
 
Для даного випадку ω-функція записується аналогічно до вза-

ємодії двох неопуклих однозв’язних багатокутників, тобто в загаль-
ному випадку може бути представленою виразом (2.38). 

Аналіз розглянутих випадків взаємодії геометричних об’єктів 
покриття дозволив сформулювати наступну властивість. 

Властивість 2.17. Якщо метричні характеристики геометрич-
них об’єктів, що мають покривати задану область, є змінними, то це 
призводить до зміни кількості доданків у виразах (2.31)÷(2.45). 

Інакше кажучи, аналітичний вираз для ω-функції можливо 
отримати лише у певний момент часу. Більш того, в загальному ви-
падку ω-функція для геометричних об’єктів зі змінними метрични-
ми характеристиками є надмірно громіздкою, що практично унемо-
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жливлює одержання аналітичного розв’язку поставленої задачі. Ра-
зом з тим, отримана множина ω-функцій може бути використаною 
для розробки моделі раціонального покриття заданих областей гео-
метричними об’єктами зі змінними метричними характеристиками. 

Розглянемо геометричні властивості ω-функцій для плоских 
об’єктів зі змінними метричними характеристиками. 

2.3 Побудова ω-поверхонь в задачах оптимізаційного  
покриття геометричних об’єктів 

Для розробки ефективного та обґрунтованого метода 
розв’язання задачі оптимізаційного покриття заданих областей гео-
метричними об’єктами зі змінними метричними характеристиками 
необхідно зрозуміти, що являють собою умови оптимального по-
криття з геометричної точки зору, особливо за умови складності 
аналітичного подання ω-функцій для зазначених об’єктів покриття. 
У зв’язку з цим, розглянемо наступні твердження та визначення. 

Твердження 2.1. ω-функція ( )1 1 1; ; ; , ; ; , 0N N Np p x y x yωΩ =… … , в 
загальному випадку, утворює ω-гіперповерхню у просторі 

1
2 1 2

N
i

i
N n

R =
+ + ∑

, де in - кількість вершин i -го багатокутника покриття. 
Аналогічні твердження можна зробити для кіл, а також для кіл 

і багатокутників. 
Приклад 2.1. Розглянемо ω-функцію для двох прямокутників 

( )1 1 1,S a b  та ( )2 2 2,S a b : ( )1 1 2 2 1 1 2 2, ; , ; , ; , 0a b a b x y x yωΩ = . В даному випадку 
ω-функція утворює гіперповерхню у просторі 9R  (розмірність прос-
тору відповідає кількості параметрів ω-функції). 

Властивість 2.18. Розглянемо ω-функцію для двох геометрич-
них об’єктів 1S  та 2S  ( )1 2 1 1 2 2; ; , ; , 0p p x y x yωΩ = . При фіксації коорди-
нат вершин обох об’єктів відносно їх локальних систем координат 
та початку локальної системи координат об’єкта 1S  можна отримати 
тривимірну проекцію ω-гіперповерхні ( ) ( )2 2 2,p x yω ωΩ Ω= . 

Визначення 2.1. Множину точок, координати яких задоволь-
няють рівнянню ( ) ( )2 2 2,p x yω ωΩ Ω=  назвемо ω-поверхнею. 

В роботі запропоновано спосіб комп’ютерного моделювання 
ω-поверхонь. Для цього розглянемо побудову даних поверхонь на 
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прикладі взаємодії двох прямокутників 1S  та 2S  зі змінними метри-
чними характеристиками. 

Зазначений спосіб полягає в тому, що координати вершин обох 
прямокутників фіксуються у визначений момент часу, при цьому 
також фіксується положення локальної системи координат прямо-
кутника 1S . В подальшому здійснюється комп’ютерне моделювання 
ω-поверхні, яку отримують у дискретному вигляді шляхом обчис-
лення значень ω-функції при кожній зміні положення прямокутника 

2S . Надалі відбувається зміна параметрів прямокутника 2S  та відбу-
вається побудова наступної ω-поверхні. Таким чином, реалізація 
запропонованого способу дозволить отримати набір ω-поверхонь, 
що можуть у подальшому бути використані для представлення об-
межень та оптимізації цільової функції в задачі покриття заданої 
області геометричними об’єктами зі змінними метричними характе-
ристиками. 

Для побудови наборів ω-поверхонь було розроблене алгорит-
мічне та програмне забезпечення, головне вікно якого наведене на 
рис. 2.22.  

 

 
 

Рисунок 2.22 
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Дане програмне забезпечення дозволило підготувати чисельні 
дані для подальшої побудови за допомогою математичного проце-
сора Maple відповідних поверхонь при кожній зміні метричних ха-
рактеристик та трансляції об’єктів. 

Розглянемо побудову ω-поверхні при трансляції прямокутника 
2S  відносно прямокутника 1S . Дані прямокутники мають наступні 

параметри: 
 

1 7a = ; 1 3b = ; 2 5a = ; 2 2b = . 
 

В даному випадку ω-поверхня буде мати вигляд, що наведений 
на рис. 2.23. 

 

 
Рисунок 2.23 

 
Зафіксуємо параметри прямокутника 1S , при цьому розміри 

прямокутника 2S  будуть змінюватись. Нехай 2 7a = , а 2 3b = . В дано-
му випадку ω-поверхня буде мати вигляд, що наведений на 
рис. 2.24, тобто відбулося перетворення даної поверхні. 

Якщо параметри прямокутника 2S  приймають значення 2 10a = , 
2 5b = , то ω-поверхня перетвориться на таку, що наведена на 
рис. 2.5. 
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Подальші зміни параметрів прямокутника 2S  призводять до 
трансформацій ω-поверхні, що наведені на рис. 2.26 – 2.30. 

 

 
 

Рисунок2.4 

 
 

Рисунок 2.5 
 

 
Рисунок 2.26 - ω-поверхня  

( 2 2a = , 2 5b = ) 

 
Рисунок 2.27 - ω-поверхня  

( 2 2a = , 2 3b = ) 
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Рисунок 2.28 - ω-поверхня  
( 2 7a = , 2 2b = ) 

 
 

Рисунок 2.29 - ω-поверхня  
( 2 10a = , 2 3b = ) 

 

Дослідження ω-поверхонь до-
зволило сформулювати твердження 
та виявити основні їх властивості. 

Твердження 2.2. Контур, що 
може бути отриманий шляхом пере-
тину ω-поверхні для об’єктів 1S  та 

2S  з площиною 0x y , являє собою 0-
рівень Φ-функції для зазначених 
об’єктів. 

Твердження. 2.3. ω-поверхня 
для геометричних об’єктів 1S  та 2S  
зі змінними метричними характери-
стиками являє собою об’єднання 
фрагментів поверхонь, що можуть 
бути отримані під час кожної зміни 
координат вершин (радіусів) відпо-
відних об’єктів (приклад: для пря-
мокутників 1S  та 2S  ω-поверхня яв-

 

 

Рисунок 2.30 - ω-поверхня 
( 2 7a = , 2 7b = ) 
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ляє собою об’єднання фрагментів поверхонь, що наведені на 
рис. 2.23 – 2.30). 

Виходячи з твердження 2.3, можна сформулювати наступну 
властивість. 

Властивість 2.19. ω-поверхня для геометричних об’єктів 1S  та 
2S  зі змінними метричними характеристиками, в загальному випад-

ку, є незв’язною. 
Розглянемо ω-поверхні для прямокутників 1S  та 2S , що наве-

дені на рис. 2.31 – 2.33. 
 

 
Рисунок 2.31 - ω-поверхня  

( 1 100a = , 1 100b = , 2 20a = , 

2 20b = ) 

 

 
Рисунок 2.32 - ω-поверхня  

( 1 100a = , 1 100b = , 2 20a = , 2 20b = ) 

 
Дослідження даних поверхонь дозволило виявити наступні 

властивості ω-поверхонь. 
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Рисунок 2.33 - ω-поверхня ( 1 100a = , 1 100b = , 2 1a = , 2 1b = ) 
 
Властивість 2.20. ω-поверхня для геометричних об’єктів 1S  та 

2S , що являють собою прямокутники, причому 1 2a a>> , а 1 2b b>> , 
вироджується у площину, яка є паралельною до 0x y  і лежить від неї 
на відстані, що дорівнює площині об’єкта 2S . 

Властивість 2.21. В задачах оптимізаційного покриття зада-
них областей геометричними об’єктами, початки локальних систем 
координат яких мають розташовуватися на фіксованих місцях, ω-
поверхня буде являти собою дискретно-подану поверхню. 

Таким чином, використовуючи виявлені властивості ω-
поверхонь, необхідно розробити ефективний метод розв’язання за-
дачі оптимізаційного покриття заданих областей геометричними 
об’єктами зі змінними метричними характеристиками. 
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РОЗДІЛ 3. МОДЕЛЬ ТА МЕТОД ОПТИМІЗАЦІЙНОГО  
ПОКРИТТЯ ЗАДАНИХ ОБЛАСТЕЙ ГЕОМЕТРИЧНИМИ 

ОБ’ЄКТАМИ ЗІ ЗМІННИМИ МЕТРИЧНИМИ  
ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

3.1 Загальна модель оптимізаційного покриття заданих об-
ластей геометричними об’єктами зі змінними метричними 
характеристиками 

В розділі 2 наведено постановку задачі оптимізаційного по-
криття заданих областей геометричними об’єктами зі змінними мет-
ричними характеристиками та розроблено апарат формалізації об-
межень задачі за допомогою удосконалених ω-функцій покриття. 
Проведені дослідження дозволили розробити загальну модель опти-
мізаційного покриття заданих областей геометричними об’єктами зі 
змінними метричними характеристиками, яка має наступний вигляд: 

 
min
W

N , (3.1)
 

де W : 
 

1

0
0 0 0; ;0,0; ,N

i
i

S
p p x y Sω

=

Ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟

=⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∪

; (3.2)

 
{ }* *

1

* * * * * *
1 1 2 2, ; , ; ; ,N

i
i

n nS
p x y x y x y

=

= …
∪

; 

 
{ }0 0,1 0,1 0,2 0,2 0, 0,, ; , ; ; ,n np x y x y x y= … ; 

 
( ); ; , ; , 0i j i i j jp p x y x yωΩ → , 1,2, ,i N= … ; 1, ,j i N= + … ; (3.3)

 
{ } { },1 ,1 ,2 ,2 , ,, ; , ; ; ,

i ii i i i i i n i np x y x y x y= … ; 
 

{ } { },1 ,1 ,2 ,2 , ,, ; , ; ; ,
j jj j j j j j n j np x y x y x y= … ; 
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( )0, 0 0; ; , ; , 0i v i ip p x y x yωΩ → , 1,2, ,i N= … ; 1 2, , , nv v v v= … ; (3.4)
 

{ } { }0, 0,1 0,1 0,2 0,2 0, 0,
, ; , ; ; ,

n n
p x y x y x yν ν

ν ν ν ν ν ν
ν = … ; 

 
( )0 0 0; ; , ; , 0i cS i ip p x y x yωΩ → ; 1,2, ,i N= … ; 2

0 0cS S R=∪ ; (3.5)
 

{ } { }0 0, 0, 0, 1 0, 1 0,1 0,1, ; , ; ; ,cS n n n np x y x y x y− −= … ; 
 

( )0i ip F S∈ ; 1,2, ,i N= … . (3.6)
 
В моделі (3.1)÷(3.6): 
- обмеження (3.2) описує умову повного покриття області 0S , 

що являє собою, в загальному випадку, неопуклий багатокутник, 
причому 0S  - площа заданої області (рис. 3.1); 

 

 
 

Рисунок 3.1 - Геометрична інтерпретація умови повного покриття області 0S  
 
- обмеження (3.3) являє собою умову мінімізації площі взаєм-

ного перетину об’єктів покриття iS  та jS , що являють собою, в за-
гальному випадку, неопуклі багатокутники зі змінними метричними 
характеристиками (рис. 3.2); 
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- обмеження (3.4) описує умову мінімізації площі перетину 
об’єктів покриття iS  з областями заборони 0Sν  (рис. 3.3); 

 

 
 

Рисунок 3.2 - Геометрична інтерпретація умови мінімізації площі взаємного 
перетину об’єктів покриття iS  та jS  

 

 
 

Рисунок 3.3 - Геометрична інтерпретація умови мінімізації площі перетину 
об’єктів покриття iS  з областями заборони 0Sν  
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- обмеження (3.5) являє собою умову мінімізації площі пере-
тину об’єктів покриття iS  з доповненням області 0S  до простору 2R  
(рис. 3.4); 

- обмеження (3.6) описує обмеження на форми та розміри 
об’єктів покриття. 

 

 
 

Рисунок 3.4 - Геометрична інтерпретація умови мінімізації площі перетину 
об’єктів покриття iS  з доповненням області 0S  до простору 2R  

 
Властивість 3.1. В задачах оптимізаційного покриття початок 

локальної системи координат області покриття 0S , як правило, спів-
падає з початком глобальної системи координат. В цьому випадку в 
моделі (3.1)÷(3.5) { } { }0 0;0p = , { } { }0, 0;0p ν = , { } { }0

0;0cSp = . 
Властивість 3.2. В задачі оптимізаційного покриття множини 

0
uL , 1,2, , uu N= … , що належить області 0S , геометричними об’єктами 
зі змінними метричними характеристиками, обмеження (3.2) буде 
мати наступний вигляд: 
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0 0 0
,1 ,

1 1

0 0 0
,1 ,

1

, , ,

, , , .

u

u u Lu

u

u u Lu

N N
u u iL L n

u i

N
u uL L n

u

L P P L S

L P P L

= =

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

…

…

∪ ∩ ∪

∪
 (3.7)

 
Властивість 3.3. При максимізації покриття заданої області 0S  

або геометричних об’єктів 0
uL , 1,2, , uu N= … , що належать зазначеній 

області, обмеження (3.2) та (3.7) будуть мати, відповідно, наступний 
вигляд: 

 

1

0
0 0 0; ;0,0; ,N

i
i

S
p p x y Sω

=

Ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟

→⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∪

; (3.8)

 
0 0 0

,1 ,
1 1

0 0 0
,1 ,

1

, , ,

, , , .

u

u u Lu

u

u u Lu

N N
u u iL L n

u i

N
u uL L n

u

L P P L S

L P P L

= =

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ →⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞→ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

…

…

∪ ∩ ∪

∪
 (3.9)

 
Властивість 3.4. В тому випадку, коли геометричні об’єкти iS , 

1,2, ,i N= … , що покривають задану область 0S , являють собою кола 
змінного радіусу ir , то модель оптимізаційного покриття прийме 
наступний вигляд: 

 
min
W

N , (3.10)
де W : 

 

1

0
0 0 0; ;0,0; ,N

i
i

S
p p x y Sω

=

Ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟

=⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∪

; (3.11)
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{ }* * *

1

* * * * * * * * *
1 1 1 2 2 2, , ; , , ; ; , ,N

i
i

n n nS
p x y r x y r x y r

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪ =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

…
∪

; 

 
{ } { }0 0,1 0,1 0,2 0,2 0, 0,, ; , ; ; ,n np x y x y x y= … ; 

 
( ); ; , ; , 0i j i i j jr r x y x yωΩ → , 1,2, ,i N= … ; 1, ,j i N= + … ; (3.12)

( )0, 0 0; ; , ; , 0i v i ir p x y x yωΩ → , 1,2, ,i N= … ; 1 2, , , nv v v v= … ; (3.13)
 

{ } { }0, 0,1 0,1 0,2 0,2 0, 0,
, ; , ; ; ,

n n
p x y x y x yν ν

ν ν ν ν ν ν
ν = … ; 

 
( )0 0 0; ; , ; , 0i cS i ir p x y x yωΩ → ; 1,2, ,i N= … ; 2

0 0cS S R=∪ ; (3.14)
 

{ } { }0 0, 0, 0, 1 0, 1 0,1 0,1, ; , ; ; ,cS n n n np x y x y x y− −= … ; 
 

( )0i ip F S∈ ; 1,2, ,i N= … . (3.15)
 

Слід відзначити, 
що в результаті по-
криття області 0S  не-
обхідно побудувати 

кусочно-нелінійний 
геометричний об’єкт 

1

N
i

i
S

=
∪ , тобто вершини 

даного об’єкта ( )* *;i ix y , 
*1, ,i n= … , з’єднуються 

відповідними дугами 
кіл радіусів *

ir  
(рис. 3.5). 

 
 

 
Рисунок 3.5 
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Властивість 3.5. Модель (3.1)÷(3.6) може бути модифікова-
ною для випадків розв’язання змішаних задач, наприклад, покриття 
заданої області одночасно як колами змінного радіусу, так і багато-
кутниками зі змінними та фіксованими метричними характеристи-
ками: 

 
min
W

N , (3.16)
 

де W : 
 

1

0
0 0 0; ;0,0; ,N

i
i

S
p p x y Sω

=

Ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟

=⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∪

; (3.17)

 

{ }* * *

1

* * * * * * * *
1 1 1 2 2, , ; , ; ; , ,N

i
i

n n nS
p x y r x y x y r

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪ =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

…
∪

; 

 
{ } { }0 0,1 0,1 0,2 0,2 0, 0,, ; , ; ; ,n np x y x y x y= … ; 

 
( ); ; , ; , 0i j i i j jp p x y x yωΩ → ; { }1,2, ,i N∈ … ; 

{ }1,2, ,j N∈ … ; i j≠ ; 
(3.18)

 
( ); ; , ; , 0i k i i k kp r x y x yωΩ → ; { }1,2, ,k N∈ … ; i k≠ ; 

 
{ } { },1 ,1 ,2 ,2 , ,, ; , ; ; ,

i ii i i i i i n i np x y x y x y= … ; 
 

{ } { },1 ,1 ,2 ,2 , ,, ; , ; ; ,
j jj j j j j j n j np x y x y x y= … ; 

 
( )0, 0 0; ; , ; , 0i v i ip p x y x yωΩ → , { }1,2, ,i N∈ … ; 

1 2, , , nv v v v= … ; 
(3.19)

 
( )0, 0 0; ; , ; , 0k v k kr p x y x yωΩ → , { }1,2, ,k N∈ … ; i k≠ ; 
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{ } { }0, 0,1 0,1 0,2 0,2 0, 0,
, ; , ; ; ,

n n
p x y x y x yν ν

ν ν ν ν ν ν
ν = … ; 

 
( )0 0 0; ; , ; , 0i cS i ip p x y x yωΩ → ; { }1,2, ,i N∈ … ; 

2
0 0cS S R=∪ ; 

(3.20)

 
( )0 0 0; ; , ; , 0k cS k kr p x y x yωΩ → ; { }1,2, ,k N∈ … ; i k≠ ; 

 
{ } { }0 0, 0, 0, 1 0, 1 0,1 0,1, ; , ; ; ,cS n n n np x y x y x y− −= … ; 

 
( )0i ip F S∈ ; 1,2, ,i N= … . (3.21)

 
Слід відзначити, що в результаті покриття області 0S  необхід-

но побудувати геометричний об’єкт 
1

N
i

i
S

=
∪ , вершини якого ( )* *;i ix y , 

*1, ,i n= … , з’єднуються відповідними дугами кіл радіусів *
ir  та відрі-

зками прямих ліній (рис. 3.6). 
 

 
 

Рисунок 3.6 
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Властивість 3.6. Якщо задано множину точок ( ){ };l l lO x y , 
1,2, , ll N= … , в яких мають розміщуватись початки локальних систем 

координат об’єктів покриття iS , 1,2, ,i N= … , зі змінними метрични-
ми характеристиками, то до моделі (3.1)÷(3.6) додається наступне 
обмеження: 

 
{ } ( ){ }; ;i i l l lx y O x y∈ ; 1,2, ,i N= … ; 1,2, , ll N= … . (3.22)

 

3.2 Область припустимих розв’язків та аналіз особливостей 
задачі оптимізаційного покриття заданих областей геомет-
ричними об’єктами зі змінними метричними характерис-
тиками 

Розглянемо побудову області припустимих розв’язків задачі 
(3.1)÷(3.6), на наступному прикладі. Нехай покриття області 0S , що 
являє собою неопуклий багатокутник і при цьому є багатозв’язною, 
здійснюється трьома неопуклими багатокутниками iS , jS  та kS  
(рис. 3.7). 

 
 

Рисунок 3.7 



 68 

Слід відзначити, що область припустимих розв’язків задачі оп-
тимізаційного покриття заданої області геометричними об’єктами зі 
змінними метричними характеристиками формується обмеженнями 
даної задачі. Розмірність простору, в якому формується область 
припустимих розв’язків, визначається кількістю параметрів, що ви-
значаються (є змінними) у процесі розв’язання задачі. В нашому 
випадку, змінними є як кількість та координати вершин (радіуси), 
так і положення об’єктів покриття. В загальному випадку, якщо 
об’єкти покриття являють собою багатокутники, область припусти-

мих розв’язків формується у просторі 
( )

1
2 1

N
i

i
n

R =
⋅ +∑

, де in  - кількість ве-
ршин i -го багатокутника; N  -  кількість об’єктів покриття. 

Якщо об’єкти покриття являють собою кола, то область при-
пустимих розв’язків формується у просторі 3NR . 

При розв’язанні змішаної задачі, тобто покритті заданої облас-
ті як багатокутниками, так і колами, область припустимих 

розв’язків формується у просторі 
( )

''
'

1
3 2 1

N
i

i
N n

R =
+ ⋅ +∑

, де 'N  - кількість 
кіл, а ''N  - кількість багатокутників, причому ' ''N N N+ = . 

Властивість 3.7. Область припустимих розв’язків задачі оп-
тимізаційного покриття заданої області геометричними об’єктами зі 
змінними метричними характеристиками являє собою багатовид у 
багатовимірному просторі. 

Що стосується приклада, наведеного на рис. 3.7, то в даному 
випадку область припустимих розв’язків формується у просторі 

( )2 3i j kn n n
R

⋅ + + + . 
Для того, щоб отримати проекцію області припустимих 

розв’язків у просторі 3R  та зробити висновки стосовно даної облас-
ті, зафіксуємо кількість та координати вершин об’єктів iS , jS  та kS  
відносно локальних систем координат. 

Область припустимих розв’язків у просторі ( ), ,i j kx x x , що від-
повідає умові повного покриття області 0S  (3.2), буде мати ви-
гляд, наведений на рис. 3.8. 

Таким чином, область припустимих розв’язків являє собою 
куб з ребрами довжиною A , причому параметр A  дорівнює довжині 
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сторони габаритного прямокутника для області 0S . Це означає, що 
початки локальних систем координат об’єктів iS , jS  та kS  можуть 
здійснювати переміщення в межах відповідного габаритного пря-
мокутника зі сторонами ( );A B . 

 

 
 

Рисунок 3.8 
 
Якщо до обмеження (3.2) додати умову мінімізації площі пере-

тину об’єктів покриття з доповненням області 0S  до простору 2R  
(3.5), то область припустимих розв’язків буде мати вигляд, що на-
ведений на рис. 3.9. 

 

 
 

Рисунок 3.9 
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Слід зауважити, що врахування умови (3.5) призводить до то-
го, що область припустимих розв’язків буде також мати вигляд 
куба з ребрами довжиною 'A , причому 'A A≤ . Інакше кажучи, відбу-
вається стискання даної області. 

Додавання до обмежень (3.2) та (3.5) умови (3.4), тобто умови 
мінімізації площі перетину об’єктів покриття з областями заборони 

1
0Sν  та 2

0Sν , призводить до того, що область припустимих розв’язків 
прийме вигляд, що наведений на рис. 3.10. 

 

 
 

Рисунок 3.10 
 

Слід зазначити, що область припустимих розв’язків в даному 
випадку є багатозв’язною, тобто з куба з ребрами довжиною 'A  «ви-
різано» куби з ребрами, що мають довжини 

1
Aν  та 

2
Aν  відповідно, 

причому 
1

Aν  - довжина сторони габаритного прямокутника для об-

ласті заборони 1
0Sν , а 

2
Aν  - довжина сторони габаритного прямокут-

ника для області заборони 2
0Sν . 

Додавання до вищезазначених обмежень умов (3.3) та (3.6) пе-
ретворює область припустимих розв’язків до такої, що наведена на 
рис. 3.11. 
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Рисунок 3.11 
 
Таким чином, переміщенню початку локальної системи коор-

динат об’єкта iS  уздовж сторони габаритного прямокутника довжи-
ною 'A  відповідають переміщення двох наборів паралельних пло-
щин 

1ijγ  і 
2ijγ  перпендикулярно вісі jOx  та двох наборів паралель-

них площин 
1ikγ  і 

2ikγ  перпендикулярно вісі kOx , причому відстані 
між даними площинами дорівнюють довжині габаритного прямоку-
тника для об’єкта iS . Дані набори площин «вирізають» фрагменти 
області припустимих розв’язків, що потрапляють між ними. Таким 
чином, область припустимих розв’язків стає незв’язною. Аналогіч-
но можна навести приклади проведення наборів площин при пере-
міщенні початків локальних систем координат об’єктів jS  та kS  уз-

довж сторони габаритного прямокутника довжиною 'A . Слід врахо-
вувати, що кожне переміщення об’єктів покриття відбувається у 
відповідності до ω -поверхні (рис. 3.12), причому для об’єкта 
( )( )i j kS S S∪ ∪  та області 0S  переміщення здійснюється таким чином, 
щоб досягти максимуму цієї поверхні, та 0-рівнів ω -поверхонь для 
об’єктів iS  і jS , iS  і kS , jS  і kS  відповідно. Тобто область припус-
тимих розв’язків, відповідно до обмежень (3.2)÷(3.6) є нелінійною. 
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Рисунок 3.12 
 

Твердження 3.1. Розв’язання оптимізаційної задачі покриття 
заданої області геометричними об’єктами зі змінними метричними 
характеристиками полягає у досягненні максимуму ω-поверхні, що 

описує перетин об’єкта 
1

N
i

i
S

=
∪  з заданої областю 0S , та 0-рівнів 

ω -поверхонь для кожної пари об’єктів покриття iS , 1,2, ,i N= … , 
об’єктів покриття та 0cS , об’єктів покриття та областей заборони 

0Sν , 1 2, , , nv v v v= … . 
Твердження 3.2. Область припустимих розв’язків в задачі оп-

тимізаційного покриття заданої області геометричними об’єктами зі 
змінними метричними характеристиками являє собою набір не-
зв’язних гіперповерхонь у багатовимірному просторі. 

Слід зазначити, що додавання до обмежень (3.2), (3.4) та (3.5) 
умови розміщення початків локальних систем координат об’єктів 
покриття на фіксованих місцях, то область припустимих розв’язків 
буде дискретною і матиме вигляд, що наведений на рис. 3.13. 
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Рисунок 3.13 
 

Додавання обмежень (3.3) та (3.6) призводить до вилучення 
відповідної множини точок з області припустимих розв’язків 
(рис. 3.14). 

Твердження 3.3. Область припустимих розв’язків в задачі оп-
тимізаційного покриття заданої області геометричними об’єктами зі 
змінними метричними характеристиками з урахуванням фіксованих 
місць розташування початків локальних систем координат об’єктів 
покриття є дискретною. 

Таким чином, аналіз моделі та області припустимих розв’язків 
в задачі оптимізаційного покриття заданої області геометричними 
об’єктами зі змінними метричними характеристиками дозволив ви-
явити наступні особливості: 

1. Цільова функція задачі є неаналітичною (алгоритмічною). 
2. Обмеження задачі є кусочно-нелінійними. 
3. В загальному випадку, кількість обмежень, що необхідно 

врахувати для розв’язання задачі, дорівнює 2 2 1N nC N Nν+ + + , де N  - 
кількість об’єктів покриття; nν  - кількість областей заборони. 

4. Область припустимих розв’язків являє собою набір не-
зв’язних гіперповерхонь у багатовимірному просторі. У частковому 
випадку є дискретною. 
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Рисунок 3.14 
 
Наведені особливості дозволяють зробити висновок, що для 

розв’язання даної задачі неможливо застосувати відомі методи оп-
тимізації. Таким чином, існує необхідність у розробці методу опти-
мізаційного покриття заданих областей геометричними об’єктами зі 
змінними метричними характеристиками. 

3.3 Метод оптимізаційного покриття заданих областей  
геометричними об’єктами зі змінними метричними харак-
теристиками 

На основі розробленої моделі та дослідженої області припус-
тимих розв’язків здійснимо розробку методу оптимізаційного по-
криття заданих областей геометричними об’єктами зі змінними ме-
тричними характеристиками. При цьому, розглянемо наступні обла-
сті покриття: 

- однозв’язний неопуклий багатокутник; 
- багатозв’язний неопуклий багатокутник; 
- ланки ломаної лінії, що належать неопуклому багатокутнику. 
У якості об’єктів покриття розглянемо: 
- опуклі та неопуклі багатокутники; 
- кола. 
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3.3.1 Метод оптимізаційного покриття однозв’язної  
області багатокутниками зі змінними метричними  
характеристиками 
Розглянемо область покриття 0S , що являє собою однозв’язний 

багатокутник, причому інформація стосовно даного багатокутника 
має наступний вигляд: 

 
  { } { }( )0,1 0,1 0,2 0,2 0, 0, 0 0, ; , ; ; , , ,n ng x y x y x y x y= … .   (3.23) 
 
Позначимо вершини багатокутника 0S  наступним чином: 
 

( )0
1 0,1 0,1;P x y , ( )0

2 0,2 0,2;P x y , …, ( )0
0, 0,;n n nP x y . 

 
Інформація стосовно об’єктів покриття iS , 1,2, ,i N= … , має на-

ступний вигляд: 
 
  { } { }( ),1 ,1 ,2 ,2 , ,, ; , ; ; , , ,i i i i i n i n i ig x y x y x y x y= … .   (3.24) 
 
Покриття області 0S  об’єктом 1S  здійснимо наступним чином: 

з вершини ( )0
1 0,1 0,1;P x y  побудуємо багатокутник 1S , причому кіль-

кість вершин 1n  даного багатокутника та їх координати визначають-
ся виходячи із спеціальних умов задачі оптимізаційного покриття та 
обмежень (3.2) та (3.6) (рис. 3.15). Слід відзначити, що покриття об-
ласті 0S  необхідно розпочинати з кожної вершини ( )0

0, 0,;j j jP x y , 
1,2, ,j n= … . 
Якщо 0 1 0S S S=∩ , то 1N = , а задача вважається розв’язаною. В 

противному випадку, після побудови багатокутника 1S , область по-
криття прийме наступний вигляд: '

0 0 1\S S S= .  
Вершини об’єкта 1S , що співпадають з вершинами області '

0S , 
позначимо наступним чином: 

 
( ), ,;i

k i k i kP x y , ( )1 , 1 , 1;i
k i k i kP x y+ + + , …, ( ), ,;

i ii
i

i k p i k pk pP x y+ ++ . 
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Рисунок 3.15 
 
Якщо точки перетину об’єкта 1S  з областю 0S  не співпадають з 

вершинами даних об’єктів, то позначимо їх наступним чином: 
 

( )0,
0, ,1 0, ,11 ;i

i iP x y , ( )0,
0, ,2 0, ,22 ;i

i iP x y . 
 
Тоді геометрична інформація щодо області '

0S  (рис. 3.15) має 
наступний вигляд: 

 

 
{

} { }
0,1 0,1 0,2 0,2 0, ,1 0, ,1 , ,

, , 0, ,2 0, ,2 0 0

, ; , ; ; , ; , ; ;

  , ; , , ,
i ii i i k p i k p

i k i k i i

x y x y x y x y
g

x y x y x y

+ +⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …
.  (3.25) 

 
Побудова об’єкта покриття 2S  здійснюється аналогічно до 1S  

(рис. 3.16), тобто початковими є вершини: 
 

( )0
1 0,1 0,1;P x y , ( )0

2 0,2 0,2;P x y , …, ( )0,
0, ,1 0, ,11 ;i

i iP x y , 

( ), ,;
i ii

i
i k p i k pk pP x y+ ++ , …, ( ), ,;i

k i k i kP x y , ( )0,
0, ,2 0, ,22 ;i

i iP x y . 
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При цьому кількість вершин об’єкта 2S  та їх координати ви-
значаються виходячи із спеціальних умов та обмежень (3.2), (3.3), 
(3.5) та (3.6). 

Якщо ( )0 1 2 0S S S S=∩ ∪ , то 2N = , а задача вважається 
розв’язаною. В противному випадку, після побудови багатокутника 

2S , область покриття прийме наступний вигляд: '' '
0 0 2\S S S= . Таким 

чином, побудова об’єктів покриття (визначення їх кількості) відбу-
вається до тих пір, поки не буде виконано умову (3.2). 

 

 
 

Рисунок 3.16 
 

Загальну структуру методу можливо представити за допомо-
гою дерева розв’язків, що наведено на рис. 3.17. 

 
( )0

1 0,1 0,1;P x y ,  ( )0
2 0,2 0,2;P x y ,  …,  ( )0

0, 0,;n n nP x y  
 
 
 
 

( )0
1 0,1 0,1;P x y ,  …,  ( )0,

0, ,1 0, ,11 ;i
i iP x y ,  …,  ( ), ,;i

k i k i kP x y ,  ( )0,
0, ,2 0, ,22 ;i

i iP x y  
 

Рисунок 3.17 
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Отримаємо оцінку складності даного методу (оцінка кількості 
варіантів покриття заданої області для знаходження мінімуму ці-
льової функції). Так, на першому рівні дерева розв’язків (рис. 3.17) 
знаходиться 1n n=  елементів. Кількість елементів на другому рівні 
дерева розв’язків 2n  дорівнює кількості вершин області '

0S  і т.д. Та-
ким чином, для знаходження локального екстремуму цільової фун-
кції (у частковому випадку – глобального екстремуму) необхідно 
побудувати та проаналізувати наступну кількість варіантів розбиття 
заданої області: 

 

     1
1

N i

i
O n

=
= ∏ ,     (3.26) 

 
де N  - кількість об’єктів покриття. 

Разом з тим, для розв’язання практичних задач оптимізаційно-
го покриття однозв’язної області багатокутниками зі змінними мет-
ричними характеристиками розроблено спосіб послідовного пооди-
нокого покриття, який полягає у наступному. 

Для побудови об’єкта 1S  використовується підхід, що наведе-
ний на рис. 3.15. При цьому кількість вершин та їх координати ви-
значаються з використанням ω-поверхонь (рис. 3.18). 

 

 
 

Рисунок 3.18 
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Так, обирається той варіант побудови багатокутника 1S , що до-
зволяє досягнути точки на ω-поверхні з найбільшою аплікатою. 
Аналогічно відбувається побудова багатокутника 2S , при цьому 
враховується те, що на ω-поверхнях, які відповідають взаємодії 
об’єктів 1S  та 2S , 2S  та 0cS , обирається точка з мінімальною апліка-
тою. Таким чином, побудова об’єктів покриття здійснюється до тих 
пір, поки не буде виконано умову (3.2). 

Оцінка складності даного способу має наступний вигляд: 
 

     1.1
1

N i

i
O n

=
= ∑ ,    (3.27) 

 
де in  - кількість вершин i -тої під області покриття; N  - кількість 
об’єктів покриття. 

Для отримання графічної інтерпретації оцінок складності роз-
роблених метода та способу оптимізаційного покриття однозв’язної 
області багатокутниками зі змінними метричними характеристика-
ми розглянемо наступний приклад. 

Нехай область покриття являє собою однозв’язний багатокут-
ник, що має 15n =  вершин. Для спрощення викладення припустимо, 
що в результаті розв’язання задачі отримано 5N =  багатокутників, 
що повністю покривають задану область, причому кількість вершин 
під областей покриття на кожному кроці методу є постійним. Тоді: 

 
5

1
1

15 15 759375
N i N

i
O n

=
= = = =∏  варіантів покриття; 

 

1.1
1

15 15 5 75
N i

i
O n N

=
= = ⋅ = ⋅ =∑  варіантів покриття. 

 
Інакше кажучи, швидкодія запропонованого способу покриття 

з використанням ω-поверхонь у 10125 разів вище розглянутого ме-
тоду, що підтверджує обчислювальну ефективність даного способу 
та доцільність його використання при розв’язанні практичних задач, 
які у своїх постановках можуть бути зведеними до задач оптиміза-
ційного покриття однозв’язної області багатокутниками зі змінними 
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метричними характеристиками. Графічна інтерпретація оцінок 
складності наведена, відповідно, на рис. 3.19 та 3.20. 

Властивість 3.8. В задачах оптимізаційного покриття заданих 
областей геометричними об’єктами зі змінними метричними харак-
теристиками перебір припустимих варіантів покриття за деревами 
розв’язків являє собою перебір незв’язних нелінійних компонент 
областей припустимих розв’язків даних задач. 

 

 
 

Рисунок 3.19 

 
 

Рисунок 3.20 
 

3.3.2 Спосіб оптимізаційного покриття однозв’язної області 
колами змінного радіусу, колами та багатокутниками зі 
змінними метричними характеристиками 
 
Геометрична інформація стосовно об’єктів покриття iS , 

1,2, ,i N= … , має наступний вигляд: 
 
    { } { }( ), ,i i ig r x y= ,     (3.28) 
 
де ir  - радіуси кіл iS . 
Геометрична інтерпретація даного способу наведена на 

рис. 3.21. 
 

N  N  

1O  1.1O
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Рисунок 3.21 
 
Для знаходження раціонального покриття однозв’язної області 

колами змінного радіусу застосуємо дерево розв’язків, що наведене 
на рис. 3.22. 

 
( )0

1 0,1 0,1;P x y ,  ( )0
2 0,2 0,2;P x y ,  …,  ( )0

0, 0,;n n nP x y  
 
 
 
 
 

( )0
1 0,1 0,1;P x y , …, ( )0

2 0,2 0,2;P x y , …, ( )0,
0, ,1 0, ,11 ;i

i iP x y , ( )0,
0, ,2 0, ,22 ;i

i iP x y  
 

Рисунок 3.22 
 
У змішаній задачі (рис. 3.23), тобто при покритті заданої обла-

сті колами змінного радіусу та багатокутниками зі змінними метри-
чними характеристиками, дерево розв’язків має вигляд, наведений 
на рис. 3.24. 
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Рисунок 3.23 

 
( )0

1 0,1 0,1;P x y ,  ( )0
2 0,2 0,2;P x y ,  …,  ( )0

0, 0,;n n nP x y  
 
 
 
 
 

( )0
1 0,1 0,1;P x y ,  …,  ( )0,

0, ,1 0, ,11 ;i
i iP x y ,  …,  ( ), ,;i

k i k i kP x y ,  ( )0,
0, ,2 0, ,22 ;i

i iP x y  
 
 
 
 

 
( )0

1 0,1 0,1;P x y ,  …,  ( )0,
0, ,1 0, ,11 ;j

j jP x y ,  …,  ( ), ,;i
k i k i kP x y ,  ( )0,

0, ,2 0, ,22 ;i
i iP x y  

… 
Рисунок 3.24 

 
 

Що стосується оцінок складності даних способів, то дані оцін-
ки можуть бути отримані аналогічно до (3.26) та (3.27) (рис. 3.25). 
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Рисунок 3.25 
 

3.3.3 Спосіб оптимізаційного покриття багатозв’язної  
області багатокутниками зі змінними метричними  
характеристиками 
Розглянемо область покриття 0S , що являє собою багато-

зв’язний багатокутник, причому геометрична інформація стосовно 
даного багатокутника має наступний вигляд: 

 

{ }

{ }

1 1 1 1
1 10,1 0,1 0, 0, 0,1 0,1 0, 0,

0 00,1 0,1 0, 0,

, ; ; , , , ; ; , , ,

, ; ; , , ,n n n n
n n

n n n n

n n

x y x y x y x y
g

x y x y x y

ν ν

ν ν

ν ν ν ν

ν ν ν ν

⎛ ⎞⎧ ⎫
⎨ ⎬⎜ ⎟⎩ ⎭⎜ ⎟=

⎜ ⎟⎧ ⎫
⎨ ⎬⎜ ⎟
⎩ ⎭⎝ ⎠

… … …

…
, (3.29) 

 
де nν  - кількість областей заборони 0Sν . 

Позначимо вершини багатокутника 0S  наступним чином: 
 

( )0
1 0,1 0,1;P x y , ( )0

2 0,2 0,2;P x y , …, ( )0
0, 0,;n n nP x y . 

N

1O , 
1.1O  
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Вершини областей заборони 0Sν , 1 2, , , nv v v v= … , позначимо так: 

( )1 1 1
1 0,1 0,1;P x xν ν ν , ( )1 1 1

2 0,2 0,2;P x xν ν ν , …, 1 1 1
1 1 10, 0,

;
n n n

P x yν ν ν
ν ν ν⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

 

( )1 0,1 0,1;n n nP x xν ν ν , ( )2 0,2 0,2;n n nP x xν ν ν , …, 
0, 0,

;n n n
n n nn n n

P x yν ν ν
ν ν ν⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Розглянемо покриття області 0S , що наведена на рис. 3.26. 

 

 
 

Рисунок 3.26 
 
Для знаходження оптимального покриття даної області запи-

шемо наступне дерево розв’язків: 
 

( )0
1 0,1 0,1;P x y , …, ( )1 1 1

1 0,1 0,1;P x xν ν ν , …, ( )2 2 2
1 0,1 0,1;P x xν ν ν , …, 2 2 2

2 2 20, 0,
;

n n n
P x yν ν ν
ν ν ν⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 
 

( )0
1 0,1 0,1;P x y , …, 2 2 2

2 2 20, 0,
;

n n n
P x yν ν ν
ν ν ν⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

, …, ( )0,
0, ,4 0, ,44 ;i

i iP x y  

 
Рисунок 3.27 
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Слід зазначити, що для кожної припустимої вершини дерева 
розв’язків об’єкти покриття будуються (визначається кількість вер-
шин та їх координати) відповідно до обмежень (3.2)÷(3.6) та спеціа-
льних умов задачі. 

Оцінка кількості варіантів покриття, що можуть бути отримані 
за даним деревом, має наступний вигляд: 

 

   
1

,
2

1

nN i i

i
O n n

ν
ν

ν ν==

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∏ ,     (3.30) 

 
де in  - кількість вершин області покриття при побудові i -го бага-
токутника; ,inν  - кількість вершин областей заборони при побудові 
i -го багатокутника покриття. 

Застосування способу послідовного поодинокого покриття 
(п. 3.3.1) багатозв’язної області багатокутниками зі змінними мет-
ричними характеристиками дозволяє скоротити кількість варіантів 
покриття області 0S , що підлягають аналізу. При цьому оцінка 
складності даного способу має наступний вигляд: 

 

   
1

,
2.1

1

nN i i

i
O n n

ν
ν

ν ν= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ,    (3.31) 

 
Властивість 3.9. У процесі розв’язання задачі оптимізаційного 

покриття багатозв’язної області багатокутниками зі змінними мет-
ричними характеристиками область покриття може бути перетворе-
ною у незв’язний геометричний об’єкт. У цьому випадку здійсню-
ється покриття кожної компоненти зв’язності, а вершини обох ком-
понент зазначаються у дереві розв’язків. 

3.3.4 Спосіб оптимізаційного покриття багатозв’язної  
області колами змінного радіуса, колами та багатокутни-
ками зі змінними метричними характеристиками 
Розглянемо спосіб оптимізаційного покриття багатозв’язної 

області колами змінного радіуса. Геометрична інформація щодо об-
ласті покриття має вигляд (3.29). Що стосується геометричної інфо-
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рмації про об’єкти покриття, то вона визначається за допомогою 
виразу (3.28). 

Геометрична інтерпретація покриття області 0S  колами змін-
ного радіуса наведена на рис. 3.28. 

 

 
 

Рисунок 3.28 
 
Для знаходження раціонального покриття багатозв’язної обла-

сті колами змінного радіусу застосуємо дерево розв’язків, що наве-
дене на рис. 3.29. 

 

( )0
1 0,1 0,1;P x y , …, ( )1 1 1

1 0,1 0,1;P x xν ν ν , …, ( )2 2 2
1 0,1 0,1;P x xν ν ν , …, 2 2 2

2 2 20, 0,
;

n n n
P x yν ν ν
ν ν ν⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 
 
 

( )0
1 0,1 0,1;P x y , …, ( )1 1 1

1 0,1 0,1;P x xν ν ν , …, ( )0,
0, ,1 0, ,11 ;i

i iP x y , ( )0,
0, ,2 0, ,22 ;i

i iP x y  

 
Рисунок 3.29 
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При покритті заданої області колами змінного радіусу та бага-
токутниками зі змінними метричними характеристиками (рис. 3.30), 
дерево розв’язків має вигляд, наведений на рис. 3.31. 

 

 
 

Рисунок 3.30 
 

( )0
1 0,1 0,1;P x y , …, ( )1 1 1

1 0,1 0,1;P x xν ν ν , …, ( )2 2 2
1 0,1 0,1;P x xν ν ν , …, 2 2 2

2 2 20, 0,
;

n n n
P x yν ν ν
ν ν ν⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 
 
 

( )0
1 0,1 0,1;P x y , …, ( )1 1 1

1 0,1 0,1;P x xν ν ν , …, ( )0,
0, ,1 0, ,11 ;i

i iP x y , …, ( )0,
0, ,4 0, ,44 ;i

i iP x y  

 
 
 

 
( )0

1 0,1 0,1;P x y , …, ( )1 1 1
1 0,1 0,1;P x xν ν ν , …, ( )0,

0, ,1 0, ,11 ;j
j jP x y , …, ( )0,

0, ,4 0, ,44 ;i
i iP x y  

 
Рисунок 3.31 
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Що стосується оцінок складності даних способів, то дані оцін-
ки можуть бути отримані аналогічно до (3.30) та (3.31). 

 

3.3.5 Спосіб оптимізаційного покриття багатозв’язної  
області геометричними об’єктами зі змінними метричними 
характеристиками, початки локальних систем координат 
яких розміщуються на фіксованих місцях 
Розглянемо покриття області 0S , що наведена на рис. 3.32. По-

значимо множину точок ( ){ };l l lO x y , 1,2, , ll N= … , в яких мають роз-
міщуватись початки локальних систем координат об’єктів покриття 

iS , 1,2, ,i N= …  зі змінними метричними характеристиками. Особли-
вістю даної задачі є додавання до моделі обмеження (3.22). 

 
 

 
 

Рисунок 3.32 
 
Для отримання глобального екстремуму цільової функції (3.1) 

необхідно виконати повний перебір усіх дискретних елементів 
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( ){ };l l lO x y , 1,2, , ll N= … . Інакше кажучи, при побудові об’єкта по-
криття 1S  необхідно у якості початкових розглянути всі елементи 

( ){ };l l lO x y . Для побудови наступного об’єкта покриття необхідно 
також розглянути всі дискретні елементи області 0S  і т.д. до тих пір, 
поки не будуть виконані умови (3.2)÷(3.6). При цьому побудова 
об’єктів покриття здійснюється відповідно до спеціальних умов за-
дачі. Схема даного способу наведена на рис. 3.33. 

Оцінка складності даного способу має наступний вигляд: 
 
    ( )2.2

N
lO N= ,     (3.32) 

 
де N  - кількість об’єктів покриття, що визначається в процесі 
розв’язання задачі. 

 
( )1 1 1;O x y , ( )2 2 2;O x y , …, ( );l l lO x y , …, ( );

l l lN N NO x y  
 
 
 

( )1 1 1;O x y , ( )2 2 2;O x y , …, ( );l l lO x y , …, ( );
l l lN N NO x y  

( )1 1 1;O x y , ( )2 2 2;O x y , …, ( );l l lO x y , …, ( );
l l lN N NO x y  

 
Рисунок 3.33 

 
Для зменшення кількості варіантів покриття, що необхідно 

проаналізувати для знаходження оптимального розв’язку даної за-
дачі, запропоновано наступний підхід. 

Для побудови об’єкта покриття 1S  здійснюється перебір усіх 
дискретних елементів ( ){ };l l lO x y , 1,2, , ll N= … . Для побудови об’єкта 
покриття 2S  вилучаються дискретні елементи, що належать об’єкту 

1S , кількість яких дорівнює '
1N . Далі будуємо геометричний об’єкт 

12S  (виходячи із спеціальних умов задачі), що описує область при-
пустимих розміщень початку локальної системи координат об’єкта 

2S . Даний об’єкт має дискретні елементи, кількість яких дорівнює 
' ''
1 1lN N N− − , причому ''

1N  - кількість дискретних елементів, що не на-
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лежать об’єкту 12S  (рис. 3.34). Побудова об’єкта 12S  здійснюється 
наступним чином: з кожної вершини об’єкта 1S , що належать облас-
ті 0S , здійснюється побудова об’єктів 12

kS , 1,2, ,k K= … , виходячи із 
спеціальних умов задачі. Формування об’єкта 12S  здійснюється на-
ступним чином: 

 

   ( )12 0 1 12
1

\
K k

k
S S S S

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∩ ∪ .    (3.33) 

 

 
 

Рисунок 3.34 
 
Інакше кажучи, на ω-поверхні, що відповідає взаємодії 

об’єктів 1S  та 2S , вирізається фрагмент, обмежений площинами 'γ  
та ''γ  (рис. 3.35). Таким чином, для знаходження мінімуму цільової 
функції розглядаємо не ω-поверхню в цілому, а лише її фрагмент. 
Обираємо той варіант побудови об’єкта 2S , що відповідає точці з 
найменшою аплікатою на даній ω-поверхні, та точці з найбільшою 
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аплікатою на ω-поверхні, що описує взаємодію об’єкта 1 2S S∪  з об-
ластю 0S . 

Побудова області припустимих розміщень початку локальної 
системи координат i -го об’єкта покриття здійснюється наступним 
чином: 

 

   
1

12... 0 12...
1 1

\
i K k

i j i
j k

S S S S
−

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∪ ∩ ∪ .  (3.34) 

 
Побудова об’єктів покриття здійснюється до тих пір, поки не 

будуть виконані умови (3.2)÷(3.6). Оцінка складності даного спосо-
бу має наступний вигляд: 

 

   
1'' '

2.3 1
1 1

N i
l i j

i j
O N N N

−
−

= =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ,   (3.35) 

 
причому ''

0 0N = . 
 

 
 

Рисунок 3.35 
 

Властивість 3.10. Задача оптимізаційного покриття заданої 
області геометричними об’єктами зі змінними метричними характе-
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ристиками, початки локальних систем координат яких розміщують-
ся на фіксованих місцях, не мають розв’язків у тому випадку, коли 
проаналізовано припустимі варіанти покриття заданої області, а 
умови виду (3.2) або (3.7) не задовільнено. 

3.3.6 Спосіб оптимізаційного покриття ланок ломаних  
ліній, що належать неопуклому багатокутнику, геометрич-
ними об’єктами зі змінними метричними характеристиками 
Нехай ланки ломаних ліній, що підлягають покриттю, задані 

множиною точок { }0
,uL mP , 1,2, ,

uLm N= … , та матрицею L  (рис. 3.36): 

 

( )0 0 0
,1 ,1 ,1;

u u uL L LP x y , ( )0 0 0
,1 ,2 ,2;

u u uL L LP x y , …, 0 0 0
, , ,;

u L u L u Lu u uL N L N L NP x y⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

 
0 1 0
1 0 1

0 1 0

L

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

# # % #
…

. 

 

 
 

Рисунок 3.36 
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Слід відзначити, якщо елемент матриці 0ijl = , то точки 0
,uL iP  та 

0
,uL jP  не з’єднані між собою. Якщо 1ijl = , то точки 0

,uL iP  та 0
,uL jP  яв-

ляють собою кінці відповідного відрізку, при цьому 0iil = . 
Задано набір точок ( ){ };k kOk x y , 1,2, , kk N= … , в яких мають 

розміщуватись початки локальних систем координат об’єктів по-
криття iS , 1,2, ,i N= …  зі змінними метричними характеристиками. 

Спосіб оптимізаційного покриття заданих ломаних ліній поля-
гає у наступному. Початковими точками для покриття ломаних лі-
ній є точки { }0

,uL mP , 1,2, ,
uLm N= … . З кожної точки { }0

,uL mP  здійснимо 

побудову області припустимих розміщень '
1S  початку локальної си-

стеми координат об’єкта покриття 1S  так, як це наведено на 
рис. 3.37, тобто виходячи із спеціальних умов задачі. Формування 
об’єкта покриття здійснюється відповідно до обмежень (3.3), (3.5), 
(3.6) та (3.7). Для побудови наступного об’єкта покриття 2S  здійс-
нюється формування області припустимих розміщень '

2S  початку 
локальної системи координат об’єкта покриття 2S , причому форму-
вання даної області здійснюється з кожної вершини об’єкта 1S , що 
належать області 0S , та точки ( )' ' '

1 1 1,P x y  перетину ломаної лінії з 

об’єктом 1S . Побудова об’єкта 2S  здійснюється також відповідно до 
обмежень (3.3), (3.5), (3.6) та (3.7) (рис. 3.37). 

Область припустимих розміщень '
iS  початку локальної систе-

ми координат об’єкта покриття iS  визначається наступним чином: 
 

   
1' '

0 ,
1 1

\
i K

i j i k
j k

S S S S
−

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∪ ∩ ∪ ,   (3.36) 

 
де K  - кількість об’єктів '

,i kS , що формують область '
iS . 

Формування об’єктів покриття iS , 1,2, ,i N= … , здійснюється до 
тих пір, доки не будуть виконані всі умови задачі, або не буде зроб-
лено висновок про неможливість отримання розв’язку даної задачі.  
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Рисунок 3.37 
Спосіб покриття ломаних ліній колами змінного радіусу наве-

дений на рис. 3.38. 
 

 
 

Рисунок 3.38 
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Оцінка складності запропонованих способів має наступний ви-
гляд: 

 

    '
3

1
u

N
L i

i
O N N

=
= ⋅ ∑ ,     (3.37) 

 
де N  - кількість об’єктів покриття, що визначається у процесі 
розв’язання задачі; 

uLN  - кількість точок, через які проведені ломані 

лінії; '
iN  - кількість точок області припустимих розміщень '

iS  почат-
ку локальної системи координат i -го об’єкта. 
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РОЗДІЛ 4. КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ  
ОПТИМІЗАЦІЙНОГО ПОКРИТТЯ ЗАДАНИХ ОБЛАСТЕЙ 

ГЕОМЕТРИЧНИМИ ОБ’ЄКТАМИ ЗІ ЗМІННИМИ  
МЕТРИЧНИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

На основі розроблених моделі та методів оптимізаційного по-
криття заданих областей геометричними об’єктами зі змінними ме-
тричними характеристиками, здійснимо комп’ютерне моделювання: 

- оптимізаційного покриття однозв’язних та багатозв’язних ба-
гатокутників геометричними об’єктами зі змінними метричними 
характеристиками; 

- оптимізаційного покриття ланок ломаних ліній геометрични-
ми об’єктами зі змінними метричними характеристиками; 

- раціонального покриття об’єктів (ділянок) залізниці района-
ми функціонування підрозділів воєнізованої охорони та пожежно-
рятувальних підрозділів (розв’язання актуальної практичної задачі). 

4.1 Комп’ютерне моделювання оптимізаційного покриття 
однозв’язних та багатозв’язних багатокутників геометрич-
ними об’єктами зі змінними метричними характеристиками 

Розглянемо, перш за все, алгоритм оптимізаційного покриття 
однозв’язних та багатозв’язних багатокутників геометричними 
об’єктами зі змінними метричними характеристиками. 

Крок 1. Введення геометричної інформації щодо області по-
криття 0S . Якщо область 0S  є багатозв’язною, то здійснюється вве-
дення геометричної інформації щодо областей заборони 0Sν , 

1 2, , , nν ν ν ν= … . 
Крок 2. Завдання множини точок ( );l l lO x y , 1,2, , ll N= … , в яких 

мають розміщуватись початки локальних систем координат об’єктів 
покриття iS , 1,2, ,i N= … . 

Крок 3. Завдання матриці зв’язку множини точок ( );l l lO x y , 
1,2, , ll N= … : 

0

0 1 1
1 0 0

1 0 0

L

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

…
…

# # % #
…

. 
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Крок 4. Введення спеціальної умови покриття заданої області 
0S  та визначаємо об’єкти покриття (опуклі та неопуклі багатокут-

ники, кола). 
Крок 5. 1i =  (поточна підмножина покриття). '

0S =∅ . 0N =  

(кількість об’єктів покриття). 0
1

n

k
k

n n n
ν

=
= + ∑  (кількість вершин об-

ласті 0S ). 
Крок 6. iS =∅ . 
Крок 7. 1j =  (поточна вершина однозв’язної або багатозв’язної 

області 0S , з якої здійснюється побудова об’єкта покриття). 
Крок 8. Якщо 0j n≤ , то Крок 9, інакше – Крок 13. 
Крок 9. Побудова за допомогою спеціальної умови об’єкта по-

криття *
iS , початок локальної системи координат якого належить 

множині точок ( );l l lO x y , 1,2, , ll N= … . 

1j = , то *
i iS S= , Крок 12, інакше – Крок 11. 

Крок 11. Якщо * 00 ii
S SS Sω ω> ∩∩ , то *

i iS S= . Якщо 

* 00 ii
S SS Sω ω= ∩∩ , то здійснюється додатково перевірка умов: 

* 00 ii
S cSS cSω ω< ∩∩ ; * i hi h

S SS Sω ω< ∩∩ , 1, , 1h i= −… . 

Крок. 12. 1j j= + . Крок 8.Крок 13. Якщо iS =∅ , то Крок 14, ін-
акше – Крок 22. 

Крок 14. Якщо '
0S =∅ , то Крок 23, інакше – Крок 15. 

Крок 15. 1m =  (поточна вершина області '
0S , з якої здійснюєть-

ся побудова об’єкта покриття). 
Крок 16. Якщо '

0m n≤  (кількість вершин області '
0S ), то 

Крок 17, інакше – Крок 21. 
Крок 17. Побудова за допомогою спеціальної умови об’єкта 

покриття *
iS , початок локальної системи координат якого належить 

множині точок ( );l l lO x y , 1,2, , ll N= … , причому ( ) '
0;l l lO x y S∈ . 

Крок 18. 1m = , то *
i iS S= , Крок 20, інакше – Крок 19. 
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Крок 19. Якщо * 00 ii
S SS Sω ω> ∩∩ , то *

i iS S= . Якщо 

* 00 ii
S SS Sω ω= ∩∩ , то здійснюється додатково перевірка умов: 

* 00 ii
S cSS cSω ω< ∩∩ ; * i hi h

S SS Sω ω< ∩∩ , 1, , 1h i= −… . 

Крок 20. 1m m= + . Крок 16. 
Крок 21. Якщо iS =∅ , то Крок 23, інакше – Крок 22. 

Крок 22. N i= , 1i i= + . '
0 0 0

1
\

N
p

p
S S S S

=

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∩ ∪ . Визначаємо 0n  

(без урахування вершин, що належать об’єкту 
1

N
p

p
S

=
∪ ) та '

0n . Крок 6. 

Крок 23. Якщо 0N = , то задача не має розв’язку, Крок 25, ін-
акше – Крок 24. 

Крок 24. Значення цільової функції (кількість об’єктів покрит-
тя) дорівнює N . Зберігання геометричної інформації щодо об’єктів 
покриття iS , 1, ,i N= … . 

Крок 25. Кінець алгоритму. 
Розглянемо обчислення похибки даного алгоритму. Перш за 

все, в процесі роботи алгоритму для кожного об’єкта покриття iS , 
1, ,i N= … , необхідно визначити координати точок перетину границі 

даних об’єктів з областю 0S  або '
0S . Позначимо кількість таких то-

чок для i -го об’єкта *
in . Тоді похибка даної операції становить 

1
*

1

N
p i

i
nε

−

=
⋅ ∑ , де pε  - похибка розв’язання системи рівнянь для зна-

ходження відповідних точок перетину. Даний вираз записано з ура-
хуванням того, що для останнього N -го об’єкта покриття не потріб-
но знаходити вказані точки перетину, оскільки область 0S  буде по-

вністю покритою об’єктом 
1

N
i

i
S

=
∪ . 

Інша складова похибки з’являється тоді, коли відбувається 

віднімання від області 0S  об’єкта 0 i
i

S S
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∩ ∪ . Дана процедура від-

бувається 1N −  разів, а її похибка становить ( )1d Nε ⋅ − . 
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Таким чином, похибка вищенаведеного алгоритму має наступ-
ний вигляд: 

 

   
1

*

1

N
p i

i
nε ε

−

=
= ⋅ +∑ ( )1d Nε ⋅ − .    (4.1) 

 
На основі даного алгоритму було розроблене програмне забез-

печення у середовищі Delphi, головне вікно якого наведене на 
рис. 4.1. 

 

 
 

Рисунок 4.1 
 

Дане програмне забезпечення орієнтоване на ПК з операцій-
ною системою Windows XP, Vista, Seven. 

Для тестування даного програмного забезпечення було 
розв’язано наступну задачу. 

Нехай область покриття 0S  являє собою прямокутник довжи-
ною 0 6 48A A= =  та шириною 0 6 36B B= =  (рис. 4.2). 
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Даний об’єкт має область заборони Sν , що також являє собою 
прямокутник зі сторонами 16Aν = , 12Bν = . Таким чином, область 
покриття є багатозв’язною. 

Необхідно покрити задану область мінімальною кількістю 
опуклих багатокутників зі змінними метричними характеристиками 
таким чином, щоб виконувалися обмеження задачі (3.2)÷(3.5), а та-
кож спеціальна умова (3.6), яка має наступний вигляд: 

 
     *

iR R≤ ,     (4.2) 
 

де R  - відстань від початку локальної системи координат i -го 
об’єкта покриття до вершин багатокутника по відрізках прямих, що 
з’єднують точки ( ),l l lO x y , 1,2, , ll N= … ; *R  - задана відстань. В на-
шому випадку, * 10R = . 

 

 
 

Рисунок 4.2 
 
За допомогою розробленого програмного забезпечення було 

отримано результат оптимального покриття області 0S  опуклими 
багатокутниками зі змінними метричними характеристиками 
(рис. 4.3, 4.4). 
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Рисунок 4.3 
 
Слід відзначити, що оптимальна кількість об’єктів покриття 

8N = . 
 

 
 

Рисунок 4.4 
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Координати вершин багатокутників iS , 1, ,8i = … , в глобальній 
системі координат мають наступний вигляд. 
Об’єкт покриття ( )1 8.0;6.0S : 
 1,1 0.0x = ; 1,1 0.0y = ; 
 1,2 8.0x = ; 1,2 4.0y = − ; 
 1,3 16.0x = ; 1,3 0.0y = ; 
 1,4 18.0x = ; 1,4 6.0y = ; 
 1,5 16.0x = ; 1,5 12.0y = ; 
 1,6 8.0x = ; 1,6 16.0y = ; 
 1,7 0.0x = ; 1,7 12.0y = ; 
 1,8 2.0x = − ; 1,8 6.0y = . 

Об’єкт покриття ( )2 40.0;6.0S : 
 2,1 32.0x = ; 2,1 0.0y = ; 
 2,2 40.0x = ; 2,2 4.0y = − ; 
 2,3 48.0x = ; 2,3 0.0y = ; 
 2,4 50.0x = ; 2,4 6.0y = ; 
 2,5 48.0x = ; 2,5 12.0y = ; 
 2,6 40.0x = ; 2,6 16.0y = ; 
 2,7 32.0x = ; 2,7 12.0y = ; 
 2,8 30.0x = ; 2,8 6.0y = . 

Об’єкт покриття ( )3 40.0;30.0S : 
 3,1 32.0x = ; 3,1 24.0y = ; 
 3,2 40.0x = ; 3,2 20.0y = ; 
 3,3 48.0x = ; 3,3 24.0y = ; 
 3,4 50.0x = ; 3,4 30.0y = ; 
 3,5 48.0x = ; 3,5 36.0y = ; 
 3,6 40.0x = ; 3,6 40.0y = ; 
 3,7 32.0x = ; 3,7 36.0y = ; 
 3,8 30.0x = ; 3,8 30.0y = . 

Об’єкт покриття ( )4 8.0;30.0S : 
 4,1 0.0x = ; 4,1 24.0y = ; 
 4,2 8.0x = ; 4,2 20.0y = ; 
 4,3 16.0x = ; 4,3 24.0y = ; 
 4,4 18.0x = ; 4,4 30.0y = ; 
 4,5 16.0x = ; 4,5 36.0y = ; 
 4,6 8.0x = ; 4,6 40.0y = ; 
 4,7 0.0x = ; 4,7 36.0y = ; 
 4,8 2.0x = − ; 4,8 30.0y = . 

Об’єкт покриття ( )5 24.0;6.0S : 
 5,1 16.0x = ; 5,1 0.0y = ; 
 5,2 24.0x = ; 5,2 4.0y = − ; 
 5,3 32.0x = ; 5,3 0.0y = ; 
 5,4 34.0x = ; 5,4 6.0y = ; 
 5,5 32.0x = ; 5,5 12.0y = ; 
 5,6 24.0x = ; 5,6 16.0y = ; 
 5,7 16.0x = ; 5,7 12.0y = ; 
 5,8 14.0x = ; 5,8 6.0y = . 

Об’єкт покриття ( )6 40.0;18.0S : 
 6,1 32.0x = ; 6,1 12.0y = ; 
 6,2 40.0x = ; 6,2 8.0y = ; 
 6,3 48.0x = ; 6,3 12.0y = ; 
 6,4 50.0x = ; 6,4 18.0y = ; 
 6,5 48.0x = ; 6,5 24.0y = ; 
 6,6 40.0x = ; 6,6 28.0y = ; 
 6,7 32.0x = ; 6,7 24.0y = ; 
 6,8 30.0x = ; 6,8 18.0y = . 
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Об’єкт покриття ( )7 24.0;30.0S : 

 7,1 16.0x = ; 7,1 24.0y = ; 

 7,2 24.0x = ; 7,2 20.0y = ; 

 7,3 32.0x = ; 7,3 24.0y = ; 

 7,4 34.0x = ; 7,4 30.0y = ; 

 7,5 32.0x = ; 7,5 36.0y = ; 

 7,6 24.0x = ; 7,6 40.0y = ; 

 7,7 16.0x = ; 7,7 36.0y = ; 

 7,8 14.0x = ; 7,8 30.0y = . 

Об’єкт покриття ( )8 8.0;18.0S : 

 8,1 0.0x = ; 8,1 12.0y = ; 

 8,2 8.0x = ; 8,2 8.0y = ; 

 8,3 16.0x = ; 8,3 12.0y = ; 

 8,4 18.0x = ; 8,4 18.0y = ; 

 8,5 16.0x = ; 8,5 24.0y = ; 

 8,6 8.0x = ; 8,6 28.0y = ; 

 8,7 0.0x = ; 8,7 24.0y = ; 

 8,8 2.0x = − ; 8,8 18.0y = . 
 
На рис. 4.5 наведено результат оптимізаційного покриття зада-

ної області неопуклими багатокутниками зі змінними метричними 
характеристиками (рис. 4.6). 

 

 
 

Рисунок 4.5 
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Рисунок 4.6 - Неопуклий багатокутник покриття 
 

На рис. 4.7 наведено результат оптимізаційного покриття зада-
ної області колами. 

 

 
 

Рисунок 4.7 
 

На рис. 4.8 та 4.9 наведено результати розв’язання змішаних 
задач оптимізаційного покриття заданої області. Так, на рис. 4.8 у 
якості об’єктів покриття розглядаються кола та опуклі багатокутни-
ки, а на рис. 4.9 – кола та неопуклі багатокутники. 
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Рисунок 4.8 

 
 

Рисунок 4.9 
 

Результати розв’язання тестових прикладів (рис.4.4 – 4.9) свід-
чать про їх вірогідність та адекватність розробленого методу опти-
мізаційного покриття заданих областей геометричними об’єктами зі 
змінними метричними характеристиками. 
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На рис. 4.10 наведено результат розв’язання задачі оптиміза-
ційного покриття заданої області неопуклими багатокутниками. Ці-
льова функція для даного приклада має вигляд (3.1), а обмеження – 
вигляд (3.3), (3.5), (3.6) та (3.8). 

 

 
 

Рисунок 4.10 
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4.2 Комп’ютерне моделювання оптимізаційного покриття 
ланок ломаних ліній геометричними об’єктами зі змінними 
метричними характеристиками 

Алгоритм оптимізаційного покриття ланок ломаних ліній гео-
метричними об’єктами зі змінними метричними характеристиками 
має наступний вигляд. 

 
Крок 1. Введення геометричної інформації щодо області по-

криття 0S . Якщо область 0S  є багатозв’язною, то здійснюється вве-
дення геометричної інформації щодо областей заборони 0Sν , 

1 2, , , nν ν ν ν= … . 
Крок 2. Завдання множини точок ( );l l lO x y , 1,2, , ll N= … , в яких 

мають розміщуватись початки локальних систем координат об’єктів 
покриття iS , 1,2, ,i N= … . 

Крок 3. Завдання матриці зв’язку множини точок ( );l l lO x y , 
1,2, , ll N= … : 

 

0

0 1 1
1 0 0

1 0 0

L

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

…
…

# # % #
…

. 

 
Крок 4. Завдання ділянок ломаної лінії { }0

,uL mP , 1,2, ,
uLm N= … , 

що підлягають покриттю: 
 

0 1 0
1 0 1

0 1 0

L

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

# # % #
…

. 

Крок 5. Введення спеціальної умови покриття ділянок ломаної 
лінії uL  { }0

,uL mP , 1,2, ,
uLm N= … , та визначаємо об’єкти покриття (опу-

клі та неопуклі багатокутники, кола). 
Крок 6. 1m =  (номер «стартової» точки ломаної лінії). 
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Крок 7. 1i =  (номер поточного об’єкта покриття). * 0mN =  (кіль-
кість об’єктів покриття для m -го варіанта). 

Крок 8. Виходячи зі спеціальної умови задачі, з точки 0
,uL mP  

здійснюється побудова області '
iS  припустимих розміщень початку 

локальної системи координат об’єкта iS . 
Крок 9. Визначаємо точки ( ) ';l l l iO x y S∈  та їх кількість *

lN . 
Крок 10. * 1l =  (номер поточної точки з *

lN ). 
Крок 11. Враховуючи спеціальну умову задачі, здійснюється 

побудова об’єкта *
iS  з точки ( )* * *;l l lO x y . 

Крок 12. Якщо * 1l = , то *
i iS S= , Крок 14, інакше – Крок 13. 

Крок 13. Якщо ( ) ( )* ii
u S uSd L d L> , то *

i iS S=  ( ( )iS ud L  - довжина 

ділянки ломаної лінії uL , що належить тільки об’єкту iS ). Якщо 

{ }( ) { }( )*
0 0

, ,iu ui
SL m L mSd P d P= , то здійснюється додатково перевірка 

умов: * 00 ii
S cSS cSω ω< ∩∩ ; * i hi h

S SS Sω ω< ∩∩ , 1, , 1h i= −… . 

Крок 14. * * 1l l= + . Якщо * *
ll N≤ , то Крок 11, інакше – Крок 15. 

Крок 15. Якщо iS =∅ , то Крок 27, інакше – 1i i= + , Крок 16. 

Крок 16. Визначаємо точки ( ) 1' ' '

1
;

i
k k k u j

j
P x y L S

−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟∈
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∩ ∪ , кількість 

яких дорівнює '
kN . 

Крок 17. Якщо ' 0kN > , то Крок 18, інакше – Крок 27. 
Крок 18. 1

1

' '
i

j
j

k k
S

N N N −

=

= +
∪

, де 1

1

i
j

j
S

N −

=
∪

 - кількість вершин 

об’єкта 
1

1

i
j

j
S

−

=
∪ , які включаються до множини точок ( )' ' ';k k kP x y . 

Крок 19. Виходячи зі спеціальної умови задачі, з точок 
( )' ' ';k k kP x y  здійснюється побудова області '

iS  припустимих розміщень 

початку локальної системи координат об’єкта iS . 
Крок 20. Визначаємо точки ( ) ';l l l iO x y S∈  та їх кількість *

lN . 
Крок 21. * 1l =  (номер поточної точки з *

lN ). 
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Крок 22. Враховуючи спеціальну умову задачі, здійснюється 
побудова об’єкта *

iS  з точки ( )* * *;l l lO x y . 

Крок 23. Якщо * 1l = , то *
i iS S= , Крок 25, інакше – Крок 24. 

Крок 24. Якщо ( ) ( )* ii
u S uSd L d L> , то *

i iS S= . Якщо 

{ }( ) { }( )*
0 0

, ,iu ui
SL m L mSd P d P= , то здійснюється додатково перевірка 

умов: * 00 ii
S cSS cSω ω< ∩∩ ; * i hi h

S SS Sω ω< ∩∩ , 1, , 1h i= −… . 

Крок 25. * * 1l l= + . Якщо * *
ll N≤ , то Крок 22, інакше – Крок 26. 

Крок 26. Якщо iS =∅ , то Крок 27, інакше – 1i i= + , Крок 16. 
Крок 27. Якщо виконується умова повного покриття (3.6) ло-

маної лінії uL , то Крок 29, інакше – Крок 28. 
Крок 28. , формуємо набір об’єктів покриття { }mS , 1m i= − . 

Крок 30. 
Крок 29. * 1mN i= − , формуємо набір об’єктів покриття { }mS , 
1m i= − . 
Крок 30. 1m m= + . Якщо 

uLm N≤ , то Крок 7, інакше – Крок 31. 

Крок 31. Якщо * 0mN = , 1,2, ,
uLm N= … , то задача не має 

розв’язку, набір { }mS  об’єктів, що забезпечує максимальне покриття 
області 0S , дорівнює max m , Крок 33, інакше – Крок 32. 

Крок 32. Обираємо *min mN N= , * 0mN ≠ , 1,2, ,
uLm N= … , та відпо-

відний набір об’єктів покриття { }mS . 
Крок 33. Кінець алгоритму. 
Оцінку складності даного алгоритму отримаємо наступним 

чином. В процесі роботи алгоритму для побудови областей '
iS  ви-

значаються точки перетину кожного об’єкта покриття iS , 
1,2, ,i N= … , з ломаною лінією uL . Позначимо кількість зазначених 

точок '
iN . Тоді похибка даної операції може бути записаною 

'

1

N
p i

i
Nε

=
⋅ ∑ , де pε  - похибка розв’язання системи рівнянь для зна-

ходження відповідних точок перетину. Також, при побудові 
об’єктів покриття iS , 1,2, ,i N= … , з кожної точки ( )* * *;l l lO x y ,  
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* *
,1,2, , l il N= …  області 

'
iS , визначаються точки 
перетину зазначених 
об’єктів покриття з лома-
ною, кількість яких дорі-
внює *

''
lN , . При цьому по-

хибка даної операції 

складає 
*
,

*
*

''

1 1

l iNN
p li l

Nε
= =

⋅ ∑ ∑ . Та-

ким чином, похибка ви-
щенаведеного алгоритму 
має наступний вигляд: 

 
 

*
,

*
*

' ''

1 1

l iNN
p i l

i l
N Nε ε

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ .  

(4.3) 
 
Слід відзначити, що 

даний алгоритм також ре-
алізовано у розробленому 
програмному забезпечен-
ні, головне вікно якого 
наведене на рис. 4.1. За 
допомогою даного про-
грамного забезпечення 
було отримано наступні 
результати: 

- оптимізаційне по-
криття ломаної лінії ко-
лами змінного радіусу 
(рис. 4.11); 

- оптимізаційне по-
криття ломаної лінії бага-

токутниками зі змінними метричними характеристиками (рис. 4.12). 

 
Рисунок 4.11 
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Рисунок 4.12 
 
У наведених на рис. 4.11 та 4.12 прикладах спеціальна умова 

для побудови об’єктів покриття має вигляд (4.2). 
Слід відзначити, що існує можливість оптимізаційного по-

криття заданих ділянок ломаної лінії неопуклими багатокутниками 
зі змінними метричними характеристиками, а також розв’язувати 
змішані задачі (одночасне покриття як опуклими так і неопуклими 
багатокутниками зі змінними метричними характеристиками та ко-
лами змінного радіусу). 

 



 112 

4.3 Комп’ютерне моделювання раціонального покриття 
об’єктів (ділянок) залізниці районами функціонування  
підрозділів воєнізованої охорони та пожежно-рятувальних 
підрозділів 

Однією з актуальних практичних задач, що може бути зведе-
ною у своїй постановці до класу задач оптимізаційного покриття за-
даних областей геометричними об’єктами зі змінними метричними 
характеристиками є раціональне покриття об’єктів (ділянок) заліз-
ниці районами функціонування підрозділів воєнізованої охорони та 
пожежно-рятувальних підрозділів. 

На теперішній час для сталого розвитку транспортного ком-
плексу України необхідне гармонійне поєднання технічного розви-
тку рухомого складу та інфраструктури залізниць з розвиненою си-
стемою реагування на надзвичайні ситуації, які можуть виникнути 
при перевезенні небезпечних вантажів (рис. 4.13, 4.14). 

 

 
Рисунок 4.13 

 
Рисунок 4.14 

 
Особливо небезпечними є надзвичайні події, які супроводжу-

ються пожежами (вибухами) цистерн з легкозаймистими і горючи-
ми рідинами та зрідженими вуглеводневими газами, а також розли-
ванням (викиданням) горючих рідин і сильнодіючих отруйних ре-
човин. Чимала небезпека також від пожежі твердих горючих мате-
ріалів у рухомому складі та на виробничих об’єктах залізничного 
транспорту. Більш того, гасіння пожеж на залізничному транспорті 
відзначається складністю в організації дій пожежно-рятувальних 
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підрозділів, що обумовлено наявністю великої кількості вантажів, 
які мають різноманітні пожежо та вибухонебезпечні властивості, 
необхідністю знеструмлення контактної мережі, зосередженням сил 
та засобів, особливо на важкодоступних ділянках залізниці, тощо. 

Що стосується рівня захищеності рухомого складу та об’єктів 
залізничного транспорту, то даний показник залежить від багатьох 
факторів, зокрема, зношеності основних фондів залізниці, яка на те-
перішній час складає 85%, і т. ін. Не менш вагомим є такий фактор, 
як час реагування оперативних підрозділів на НС на залізниці. Так, 
аналіз літературних джерел [129-133] показує, що на період зосере-
дження сил та засобів для гасіння пожежі припадає найбільша част-
ка збитків від пожежі. Це особливо характерно для пожеж, на гасін-
ня яких залучаються декілька оперативних підрозділів. Термін часу 
зосередження сил та засобів припадає у більшості випадків на той 
період їх вільного розвитку, коли швидкість зростання площі поже-
жі, швидкість вигоряння або інші параметри пожежі, які визначають 
збитки, мають максимальні значення. Таким чином, пожежа або ін-
ша надзвичайна подія на рухомому складі та на об’єктах залізниці 
являє собою дуже складний процес. Для ліквідації її наслідків, в пе-
ршу чергу, використовуються пожежно-рятувальні підрозділи та 
підрозділи воєнізованої охорони на залізниці (пожежні поїзди, 
рис. 4.13), що являють собою сили цивільного захисту постійної го-
товності. 

 

 
 

Рисунок 4.13 
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Розглянемо особливості розміщення пожежних поїздів (під-
розділів воєнізованої охорони на залізниці). Відповідно до [133], 
пожежні поїзди призначені для гасіння пожеж на об’єктах та в ру-
хомому складі залізничного транспорту, а також надання допомоги 
при ліквідації наслідків транспортних пригод, повеней, інших сти-
хійних лих у межах тактико-технічних можливостей. Пожежні поїз-
ди знаходяться у віданні воєнізованої охорони, комплектуються 
особовим складом згідно із затвердженими Укрзалізницею штатни-
ми нормативами. 

Пункти стоянки та дільниці обслуговування пожежних поїздів 
визначаються керівництвом залізниць. Як правило, пожежні поїзди 
повинні дислокуватися на великих станціях (вантажних, пасажирсь-
ких, сортувальних, дільничних), на яких є експлуатаційний парк ло-
комотивів. 

Дільниця виїзду визначається, виходячи з розрахунку часу (не 
більше 1,5 год.), необхідного для доставки поїзда до кінцевого пун-
кту, що обмежує дільницю. 

Пожежний поїзд зі станції дислокації повинен бути відправле-
ний не пізніше 20 хвилин із моменту отримання черговим по станції 
наказу на відправлення. 

Пожежний поїзд повинен рухатись до місця пожежі з макима-
льно допустимою швидкістю, з перевагою над усіма іншими поїз-
дами. 

Що стосується особливостей розміщення пожежно-
рятувальних підрозділів, то даному питанню присвячено, напри-
клад, роботи [122,124]. 

Таким чином, виходячи з вищевикладеного, існує наступна за-
дача. 

Задача 1. Необхідно визначити мінімальну кількість пожежних 
поїздів та підрозділів пожежно-рятувальної служби для захисту 
об’єктів та рухомого складу залізничного транспорту від наслідків 
надзвичайних ситуацій з урахуванням заданого часу прибуття відпо-
відного i -го оперативного підрозділу до місця надзвичайної події ( iT ). 

При цьому необхідно врахувати наступні обмеження на: 
- належність відповідної ділянки залізниці району функціону-

вання оперативного підрозділу служби цивільного захисту; 
- мінімум перетину дільниць виїзду пожежних поїздів; 
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- мінімум перетину районів функціонування пожежно-
рятувальних підрозділів; 

- розміщення пожежних поїздів на станціях, які мають екс-
плуатаційний парк локомотивів; 

- належність об’єктів підвищеної небезпеки районам функці-
онування оперативних підрозділів служби цивільного захисту; 

- урахування під’їзних шляхів до відповідних ділянок заліз-
ниці. 

Із задачі 1 витікає наступна. 
Задача 2. Полягає у додатковому (у порівнянні із задачею 1) 

врахуванні існуючих місць розташування пожежних поїздів та по-
жежно-рятувальних підрозділів. 

Розглянемо загальну модель раціонального покриття об’єктів 
залізниці районами функціонування підрозділів воєнізованої охоро-
ни та пожежно-рятувальних підрозділів: 

 
min
W

N , (4.4)
 

де W : 
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1 1

0 0
,1 ,

1
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u

u u Lu
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u
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L P P L

= =

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ →⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞→ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

…

…

∪ ∩ ∪

∪
 (4.5)

 

( ); ; , ; , 0i j i i j jr r x y x yωΩ → ; '1,2, ,i N= … ; '1, ,j i N= + … ; (4.6)

( ); ; , ; , 0k l k k l lp p x y x yωΩ → ; ' ' ''1, ,k N N N= + +… ; 
' ''1, ,l k N N= + +… ; ' ''N N N+ = ; (4.7)

 

( )0 0; ; , ; , 0i v i ir r x y x yωΩ → ; '1,2, ,i N= … ; 1 2, , , nv v v v= … ; (4.8)
 

( ); ; , ; , 0k k kp p x y x yξ ξ ξωΩ → ; ' ' ''1, ,k N N N= + +… ; 

1 2, , , nξ ξ ξ ξ= … ; 
(4.9)

 

( )0 0 0; ; , ; , 0i cS i ir p x y x yωΩ → ; '1,2, ,i N= … ; 2
0 0cS S R=∪ ; (4.10)
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( )0 0 0; ; , ; , 0k cS k kp p x y x yωΩ → ; ' ' ''1, ,k N N N= + +… ; (4.11)
 

( ) ( )' ; ; ,i i i iO x y S p x yλ λ λ ∈ ; '1,2, ,i N= … ; 1,2, , Nλλ∈ … ; (4.12)
 

( ) ( )'' ; ; ,q q q qO x y S p x yμ μ μ ∈ ; 1,2, ,q N∈ … ; 1,2, , Nμμ = … ; (4.13)
 

( ) '
*iT S T≤ ; '1,2, ,i N= … ; (4.14)

 

( ) ''
*kT S T≤ ; ' ' ''1, ,k N N N= + +… . (4.15)

 
В моделі (4.4)÷(4.15): 
- N  - загальна кількість підрозділів цивільного захисту постій-

ної готовності; 
- 'N  - кількість підрозділів воєнізованої охорони на залізниці; 
- ''N  - кількість пожежно-рятувальних підрозділів; 
- обмеження (4.5) описує умову максимального покриття 

об’єктів залізниці; 
- обмеження (4.6) являє собою умову мінімізації взаємного пе-

ретину районів функціонування підрозділів воєнізованої охорони на 
залізниці; 

- обмеження (4.7) – умова мінімізації взаємного перетину ра-
йонів функціонування пожежно-рятувальних підрозділів; 

- обмеження (4.8) та (4.9) являють собою умови мінімізації ра-
йонів функціонування підрозділів воєнізованої охорони на залізниці 
та пожежно-рятувальних підрозділів з існуючими відповідними 
підрозділами цивільного захисту; 

- обмеження (4.10) та (4.11) описують умови мінімізації пере-
тину районів функціонування підрозділів цивільного захисту з до-
повненням області 0S , якій належать ділянки залізниці uL , до прос-
тору 2R . 

Слід відзначити, що вирази (4.12)÷(4.15) являють собою групу 
спеціальних обмежень задачі, що безпосередньо впливають на по-
будову районів функціонування підрозділів цивільного захисту. 
Так, обмеження (4.12) описує умову розміщення підрозділів воєні-
зованої охорони станціях, що мають експлуатаційний парк локомо-
тивів, причому ( )' ;O x yλ λ λ  - місця розташування зазначених станцій, 
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кількість яких дорівнює Nλ . Обмеження (4.13) являє собою умову 
належності об’єктів підвищеної небезпеки районам функціонування 
підрозділів цивільного захисту постійної готовності, причому 

( )'' ;O x yμ μ μ  - місця розташування зазначених об’єктів, кількість яких 
дорівнює Nμ . Обмеження (4.14) та (4.15) описують умови не пере-
вищення часу слідування підрозділів цивільного захисту ( )iT S , 

'1,2, ,i N= … , та ( )kT S , ' ' ''1, ,k N N N= + +… , до місця виникнення НС 
заданого часу '

*T  та ''
*T  відповідно. Тут '

*T  - припустимий час сліду-
вання пожежних поїздів до місця НС; ''

*T  - припустимий час сліду-
вання пожежно-рятувальних підрозділів до місця НС. 

Для розв’язання задачі (4.4)÷(4.15) було застосовано спосіб оп-
тимізаційного покриття ділянки ломаної лінії, що належить неопук-
лому багатокутнику, геометричними об’єктами зі змінними метрич-
ними характеристиками, який реалізовано у програмному забезпе-
ченні, наведеному на рис. 4.1 та рис. 4.14. 

 

 
 

Рисунок 4.14 
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Результат комп’ютерного моделювання раціонального покрит-
тя об’єктів (ділянок) залізниці районами функціонування підрозді-
лів воєнізованої охорони та пожежно-рятувальних підрозділів наве-
дено на рис. 4.15. При цьому найвіддаленіші точки ділянки залізни-
ці, що обслуговуються пожежним поїздом, визначаються шляхом 
перетину кола відповідного радіусу (який є змінним) з відповідною 
ділянкою залізниці. Райони функціонування пожежно-рятувальних 
підрозділів являють собою неопуклі багатокутники зі змінними ме-
тричними характеристиками. 

 

 
 

Рисунок 4.15 
 
Слід зазначити, що при розв’язанні задачі враховано наявність 

пожежно-рятувальних підрозділів в м. Первомайський, м. Лозова, 
смт. Кегичівка та смт. Сахновщина, а також наявність підрозділу 
воєнізованої охорони на залізниці в м. Лозова. Під час розрахунків 
швидкість пожежно-рятувального автомобіля приймалась 30 км/год. 
[134], а час прибуття пожежно-рятувального підрозділу у найвідда-
ленішу точку району виїзду – 20 хв. Що стосується пожежного по-
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їзду, то його швидкість приймалася рівною 40 км/год. [133], а час 
досягнення найвіддаленішої точки району виїзду (перетин кола від-
повідного радіусу з ділянкою залізниці) – 70 хв. (передбачається, 
що на відправлення зі станції відводиться до 20 хв.). Також врахо-
вувалось обмеження стосовно чисельності населення у відповідних 
населених пунктах. Координати вершин районів захисту та коорди-
нати місць розташування підрозділів цивільного захисту запису-
ються у файл. 

Одержані результати дозволяють зробити рекомендації про 
необхідність створення підрозділу воєнізованої охорони на залізни-
ці в м. Красноград, та двох пожежно-рятувальних підрозділів в 
смт. Краснопавлівка та смт. Орілька (Лозівський район Харківської 
області). Дані рекомендації повністю відповідають положенням 
Концепції Державної цільової соціальної програми забезпечення 
пожежної безпеки на 2011-2015 рр. (Розпорядження Кабінету Міні-
стрів України від 29.12.2010 р. № 2348-р). 
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ВИСНОВКИ 

Дана робота присвячена розробці методу та способів оптимі-
заційного покриття заданих областей у просторі 2R  геометричними 
об’єктами зі змінними метричними характеристиками. Зазначені 
метод та способи базуються на застосуванні апарату ω-функцій по-
криття та ω-поверхонь. 

Значення для науки даної роботи полягає у подальшому розви-
тку методів та способів побудови раціональної кількості геометрич-
них об’єктів покриття зі змінними метричними характеристиками, 
що задовольняють обмеженням задачі, за допомогою удосконалено-
го апарату ω-функцій та створеного нового способу побудови ω-
поверхонь. 

Значення для практики полягає у комп’ютерному моделюванні 
оптимізаційного покриття заданих областей геометричними 
об’єктами зі змінними метричними характеристиками, оскільки до 
даного класу можуть бути зведеними актуальні практичні задачі з 
різних сфер діяльності людини. 

При цьому отримано результати, що мають науково-
практичну цінність: 

1. Аналіз існуючих методів геометричного моделювання 
об’єктів та процесів дозволив зробити висновок про те, що на тепе-
рішній час не існує методів розв’язання задач оптимізаційного по-
криття заданих областей геометричними об’єктами зі змінними ме-
тричними характеристиками, яка відноситься до класу задач опти-
мізаційного геометричного проектування. Розроблено класифікацію 
задач оптимізаційного геометричного проектування. 

2. Отримав подальшого розвитку підхід до побудови класу 
ω-функцій для геометричних об’єктів зі змінними метричними ха-
рактеристиками. Вперше введено поняття та розроблено спосіб 
комп’ютерного моделювання ω-поверхонь. Дослідження властивос-
тей ω-функцій та ω-поверхонь, дозволило формалізувати обмежен-
ня та розробити ефективний метод розв’язання поставленої задачі. 

3. Розроблено нову загальну модель оптимізаційного покриття 
заданих областей геометричними об’єктами зі змінними метрични-
ми характеристиками, а також здійснено геометричне моделювання 
областей припустимих розв’язків задачі. Зроблено висновок, що ці-
льова функція задачі є неаналітичною (алгоритмічною), обмеження 
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є кусочно-нелінійними. В загальному випадку, кількість обмежень, 
що необхідно врахувати для розв’язання задачі, дорівнює 

2 2 1N nC N Nν+ + + , де N  - кількість об’єктів покриття; nν  - кількість 
областей заборони. Наведені особливості дозволили зробити висно-
вок, що для розв’язання даної задачі неможливо застосувати відомі 
методи оптимізації. 

4. Вперше розроблено метод та способи оптимізаційного по-
криття заданих областей (однозв’язний та багатозв’язний неопук-
лий багатокутник, ланки ломаних ліній, що належать неопуклому 
багатокутнику) геометричними об’єктами зі змінними метричними 
характеристиками (опуклі та неопуклі багатокутники, кола), що до-
зволило створити алгоритми розв’язання поставлених задач. Отри-
мано оцінки складності розроблених методів та способів. 

5. На основі розроблених загальної моделі, методу та способів 
оптимізаційного покриття заданих областей геометричними 
об’єктами зі змінними метричними характеристиками, було створе-
но алгоритмічне та програмне забезпечення, здійснено комп’ютерне 
моделювання оптимізаційного покриття однозв’язних та багато-
зв’язних багатокутників і ланок ломаних ліній геометричними 
об’єктами зі змінними метричними характеристиками. Для розроб-
лених алгоритмів отримано оцінки похибки. 

6. Отримано результат розв’язання актуальної практичної за-
дачі, а саме, задачі раціонального покриття об’єктів (ділянок) заліз-
ниці районами функціонування підрозділів воєнізованої охорони та 
пожежно-рятувальних підрозділів. На основі одержаних результатів 
зроблено рекомендації щодо підвищення ефективності захисту 
об’єктів залізниці в Харківській області від надзвичайних ситуацій 
різного характеру за рахунок зменшення часу реагування оператив-
них підрозділів на дані НС та розробки планів взаємодії зазначених 
підрозділів. 
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