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Введение 
 
Развитие навигационных систем (НС) и ре-
шение задачи отыскания  оптимального мар-
шрута по сети дорог требует логического 
продолжения в виде аналогичного решения 
задачи автоматизированного отыскания оп-
тимального (в смысле некоторого критерия 
или множества критериев) маршрута движе-
ния автосредства (АС) в условиях гористого 
бездорожья.  
 
Решение данного класса задач сопряжено с 
рядом ограничений, часть из которых может 
быть формализирована в виде пространст-
венных областей запрета, являющихся не-
проходимыми для данного вида транспорт-
ного средства. В случае холмистого либо 
горного рельефа одним из видов пространст-
венных областей запрета являются области с 
крутизной склона, превышающей некоторый 
уровень, допустимый для данного транспорт-
ного средства с точки зрения его устойчиво-
сти на склоне. Соответственно, решение зада-
чи о нахождении оптимального маршрута 
должно учитывать данный вид ограничений. 
 

Анализ публикаций 
 
Традиционное описание поверхности релье-
фа использует триангуляционный алгоритм 
[1], предполагающий постоянные значений 
крутизны на элементарных триангуляцион-

ных полигонах, что исключает возможность 
аналитического нахождения границы облас-
ти запрета. 
 

Цель и постановка задачи 
 
Целью работы является получение границ 
области запрета при движении транспортно-
го средства в условиях гористого бездоро-
жья, когда поверхность рельефа задается 
аналитической функцией. 
 
Введем декартову систему координат XOY  
и на ориентированной вдоль осей прямо-
угольной ограниченной области  с гранями Ω
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где ( ), ( )x yη η  – функции Хэвисайда; – 
количество узлов интерполяции по абсциссе 
и ординате; 

,S T

,s tx y  – значения абсциссы и 
ординаты векторизированных линий уровня 
в узлах регулярной ортогональной решетки 
( 0... ; 0...s S t T= = ); ( , )stZ x y  – бикубиче-
ские сплайны 
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коэффициенты которых st

uva  получены из ус-
ловий гладкой сшивки ( , )stZ x y  с использо-
ванием метода Кунса. 
  
Множество точек области , через которые 
не может пролегать маршрут движения по 
критерию устойчивости АС (превышения 
крутизной рельефа допустимого для данного 
АС уровня), образуют область запрета 

Ω

Θ  
( ). Допустимая область Θ ⊆ Ω Ξ ⊆ Ω  явля-
ется дополнением , т.е. . Облас-
ти  и  могут быть односвязными, много-
связными или вообще несвязными. В по-
следнем случае области распадаются на 
множества подобластей  и , таких что 
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Очевидно, что возможность прокладки мар-
шрута ABL  из произвольной точки А в точку 
В внутри области  так, что Ξ ABL ⊄ Θ , су-
ществует лишь в случае связности области 

. Определение границ области  зависит 
от формы рельефа 
Ξ Ξ

( ; )Z x y  и параметров АС.  
 
При построении модели границы области 
запрета введем допущение: будем рассмат-
ривать задачу в детерминированной поста-
новке, т.е. случайные некартографируемые 
микронеоднородности рельефа не принима-
ются во внимание. 
 
Необходимо в данных допущениях получить 
описание границы области запрета. 
 

Поиск области запрета 
 

Введем критическое значение  для вели-
чины уклона местности 

kα
( ; )Z x y , подразуме-

вая под ним такое значение склона, которое 
не приводит к опрокидыванию АС. Очевид-
но, что для различных видов АС данная ве-
личина будет принимать различные значе-
ния, определяемые местоположением центра 
тяжести по отношению к конфигурации его 
колесной базы. Устойчивость АС (в силу его 
формы) определяется также его ориентацией 
относительно градиента склона – при ориен-
тации вдоль склона она выше, перпендику-

лярно ему – ниже. Два данных значения ве-
личины склона обозначим как kα  и k⊥α . В 

силу того, что kk ⊥α < α , можно говорить о 

запретах строгом ( k⊥α ≥ α ), когда любое по-
ложение АС приводит  к его опрокидыва-
нию, и нестрогом ( kk ⊥α ≤ α < α ), когда воз-

можна ориентация АС вдоль склона, но не-
возможна параллельно ему. Поэтому можно 
отдельно рассматривать отыскание областей 
строгого и нестрогого запретов.  
 
Аналитичность функции ( ; )Z x y  позволяет 
найти крутизну поверхности склона 

( ; ; )x yα ϕ  (рад) в любой его точке ( ; )x y  и в 
любом азимутальном направлении [ ]0;2ϕ∈ π  
(ϕ откладывается от положительного на-
правления оси ОХ)  
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В случае, когда траектория маршрута заранее 
намечена, можно, пользуясь (3), определить 
крутизну склона в касательном направлении 
к траектории и перпендикулярно ей.  
 
Очевидно, что в точке ( ; )x y  в направлении 
ψ  градиента ( ; )Z x y  крутизна  бу-
дет принимать максимальное значение 

( ; ; )x yα ψ

max( ; ; ) ( ; )x y x yα ψ = α . Данное направление 
можно найти как 
 

( ; ) ( ; )( ; ) arctan ;Z x y Z x yx y
y x

⎛ ⎞∂ ∂
ψ = ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.      (4) 

 
Подставляя (4) в качестве  в (3), найдем 
данную максимальную крутизну 

ϕ
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Границу допустимой области  найдем, 
приравнивая  

Ξ

 
max ( ; ) kx yα = α ,                   (6) 

 
что эквивалентно разрешению уравнения  
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относительно . Поскольку такое ре-
шение для функции (2) не может быть полу-
чено аналитически (уравнение (7) – уравне-
ние шестого порядка), то возможно числен-
ное его решение с последующей интерполя-
цией полученных данных. 

( )y y x=

 
Существует и другая техническая возмож-
ность получения границ областей запрета – в 
виде векторных графических объектов – мас-
сивов  вершин полилиний, допускающих 
как линейную, так и гладкую кубическую 
интерполяцию. Границы областей  в та-
ком виде могут быть получены как результат 
сечения поверхности 

iA

jΞ

max ( ; )x yα  плоскостя-
ми, задаваемыми значениями аппликат, рав-
ными  в каком-либо графи-
ческом редакторе 
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где [ ; ]x y ( 1... , 1... )jn N j J= =,  – коорди-
ната -ой точки n j -ой полилинии при і-ом 
значении ; kiα J  – количество полилиний 
(областей ); jΞ jN  – количество точек в  
j -ой полилинии. 

 

 
 

Рис. 1. Поверхность рельефа ( ; )Z x y  
 
В качестве иллюстрации предложенной мо-
дели рассмотрим нахождение границ облас-
тей запрета для реального рельефа. На рис. 1 
представлен график поверхности рельефа, 
полученной в виде (1) – (2). 

Задавая различный уровень значений , по-
лучены границы области запрета для движе-
ния различных видов АС в виде сечений по-
верхности 

kα

max ( ; )x yα .  
 

 
 
Рис. 2. Области запрета для данного рельефа: 

 – область строгого запрета;  – об-
ласть нестрогого запрета;  – область 
безопасного проезда 

 
Из анализа сечений (рис. 2) видно, что име-
ется несколько возможных проходов по не-
строгой области запрета.  
 

Выводы 
 

Задавая уровень kα  (что равнозначно выбору 
того или иного транспортного средства) для 
данного вида рельефа ( ; )Z x y , можно полу-
чать различные варианты области запрета 
для движения автосредства в условиях гори-
стого бездорожья и в дальнейшем решать 
вариационную задачу прокладки оптималь-
ного маршрута с учетом прочих видов огра-
ничений. 
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